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en remarquant que la fonction ¢z ne contient que des puis-
sanccs impaires de la variable et en prenant l'intégrale de-
puis x=o0 jusqua x==r.

On en conclut immédiatement que ce terme équivaut a
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Si T'on substitue cette valeur deé dans I'équation (B), en

prenant le signe + lorsque le terme de cette équation est de
rang impair, et le signe — lorsque » est pair; on aura en
général S(px.sin. nx.dx) pour le coéfficient de sin. zx; on
parvient de cette maniére a un résultat trés-remarquable
exprimé par I'équation suivante :

i’n:q:x—_—sin.zs (sin.z.@x.dx)+sin.2x8 (sin.2x oz dx)
~+sin. 3. S(sin. 31'.9.1: dx)...4sin. ix S(sin. ix px dx)tetc.;
(D)
le second membre donnera toujours le développement cher-
ché de la fonction gz, si 'on effectue les intégrations de-
puis =0, jusqu'a x=r.

220.

On voit par-la que les coéfficients abcdef. .. etc., qui
entrent dans I'équation

X . . . .
;wq;x:a sin, & + & sin. 2 + ¢ sin. 3 x 4 d sin. 4 x + etc.

et que nous avons trouves précédemment par la voie des éli-
minations successives, sont des valeurs intégrales définies
exprimées par le terme général S (sin. ix.¢9x dx), ¢ étant
le numéro du terme dont on cherche le coéfficient. Cette
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remarque est importante, en ce qu'elle fait connaitre com-
ment les fonctions entierement arbitraires peuvent aussi
étre développées en séries de sinus d’arcs multiples. En effet,
si la fonction ¢z est représentée par I'ordonnée variable
d’'une courbe quelconque dont I'abscisse s'étend depuis x=0
jusqua x=m=, et si l'on construit sur cette méme partie de
l'axe la courbe trigonomeétrique connue, dont 'ordonnée est
y=sin. x; il sera facile de se représenter la valeur dun
terme integral. Il faut concevoir que pour chaque abscisse x,
a laquelle répond une valeur de ¢ x, et une valeur de sin. x,
on multiplie cette derniere valeur par la premiere, et qu'au
méme point de 'axe on €éleve une ordonnée proportionnelle
au produit ¢ z.sin. x. On formera, par cette opération conti-
nuelle, une troisieme courbe, dont les ordonnées sont celles
de la courbe trigonométrique, réduite proportionnellement
aux ordonnées de la courbe arbitraire qui représente ¢ x.
Cela posé, l'aire de la courbe réduite étant prise depuis =0
jusqu'a x=mr, donnera la valeur exacte du coéfficient de sin. z;
et quelle que puisse étre la courbe donnée qui répond a ¢z,
soit qu'on puisse lui assigner une équation analytique, soit
quelle ne dépende d'aucune loi réguliere, il est évident
quelle servira toujours a réduire d'une maniére quelconque
la courbe trigonométrique; en sorte que laire de la courbe
réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée
qui donne celle du coéfficient de sin. = dans le développe-
ment de la fonction. Il en est de méme du coéfficient sui-
vant b ou S (g x.sin.2x dx).

Il faut en général, pour construire les valeurs des coéffi-
cients abcde. .. etc., imaginer que les courbes, dont les
equations sont
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y==sin. x, y==sin. 2.&, y=—sin. Jx, y==sin. 4 x, etc.,

ont été tracées pour un méme intervalle sur l'axe des x, de-
puis x=—o0 jusqua x==r; et qu'ensuite on a changé ces
courbes en multipliant toutes leurs ordonnées par les or-
données correspondantes d'une méme courbe, dent I'équa-
tion est y=g¢x. Les équations des courbes réduites, sont:

y=Sin.x.px,y=>5in.2x.px,y=sin.3x. ¢ 2, y==sin. 4 x.¢ x..etc.

Les aires de ces derniéres courbes, prises depuis x=o jus-
quh xz=r, scront les valeurs des coéfficients a b ¢ d etc.,
dans I'équation

1 . . . .
sTpr=a sin. x -+ & sin. 2 x + ¢ sin. 3 x + 4 sin. 4 x -+ ete.

221.

On peut aussi vérifier 'équation précédente (D) (art.220),
en déterminant immédiatement les quantités @,a,a;...a; etc.,
dans I'équation

gr=a,sin.x+ a,sin.2x + a;sin.3x +... @; sin. jx + ... etc. ;

pour cela on multipliera chacun des membres de la derniere
équation, par sin. ix.dz, i étant un nombre entier, ¢t Uon
prendra l'intégrale depuis x=o0 jusqua x==r, on aura

S (pa.sin. ix.dx)=a, S(sin. x sin. izdx)+a, S(sin. 2 z.sinixdx)

+...a;S(sinjx.sinix.dx)+... etc.

Or on peut facilement prouver, 1° que toutes les inté-
grales qui entrent dans le second membre, ont une valeur
nulle, excepté le seul terme a; S(sin. ix.sin. ix dx); 2° que
la valeur de S (sin.Zz.sin. ix.dx) est  =; d'olt l'on con-
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3 s ’ . i . 1 .-d ’
clura la valeur de a;, qui est <»“P2T’_Lx)- Tout se re-
dluit & considérer la valeur des intégrales qui entrent dans
le second membre, et & démontrer les deux propositions
précédentes. L'intégrale 2 S(sin. jz.sin. ix.dx), prise de-
puis x = o jusqu'a x = =, et dans laquelle ; et j sont des
nombres entiers, est

; oy

;—:—/sin. (:—J.&)— = sin. (i + @)+ C.

L'intégrale devant commencer lorsque x=o0, la constante C
est nulle, et les nombres { et étant entiers, la valeur de I'in-
tégrale deviendra nulle lorsqu'on fera x==; il s'ensuit que
chacun des termes tels que

a,S{sin.xsin. ix.dx),a,S{sin, ax.sin. i x.dx), a,S(sin. 3 zsin. i z.d x) ete.
' \ bl \ ) 3

s'évanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nom-
bres i et/ seront différents. Il n’en est pas de méme lorsque

. . ’ I . , T
les nombres 7 et j sont égaux, car le terme = sin- (i—jx)

auquel se réduit I'intégrale, devient g, et sa valeur est z. On

a parconséquent 2 S(sin. Zz.sin. /z.dx)=r; on obtient ainsi
de la maniere la plus brieve, les valeurs de @, @, a; «,...a, etc.

qui sont :
a’:S (cp:z‘.slm.x.d.r)’ an:S(q)x.su:x. 2x.dx) ,
3T aT
S(pz.sin.3x.dx) S(px.sin.ix.dx)
a3_—.———z';r_-'~—. . . aiz——_T—-"

En les substituant on a
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éwcpx:sin. z S(pxsin.x.dx)+sinazS(px.sin. 22.dx)
+sin. 3z S(p.xsin. 3 x.dx)... +-sin. ix S (px sin. ix.dx)
+ etc.
222,
Le cas le plus simple est celui ou la fonction donnée a

une valeur constante pour toutes les valeurs de la variable x
comprises entre o et =; dans ce cas, l'intégrale /'sin. iw d a

e 2 . . . . 4 .
est égale 4 ~ si le nombre ¢ est impair, et égal & o si le
nombre 7 est pair. On en déduit I'équation

1 . I . 1 . I . I .
o = s sin. b ~sin. = sin. g.x +etc.
N sm.x+35m.3x+5sm x+7sn 7@+ 5 sin.g

que I'on a trouvée précédemment.

11 faut remarquer que lorsqu'on a développé une fonction
¢ x en une suite de sinus d’arcs multiples la valeur de la
série asin.x + bsin. 2x + csin. 3o + dsin. 4 x + etc. est la
méme que celle de la fonction ¢ & tant que la variable x est
comprise entre o et =; mais cette égalité cesse en général
d'avoir lieu lorsque la valeur de x surpasse le nombre =.

Supposons que la fonction dont on demande le dévelop-
pement soit x, on aura, d’apres le théoréme précédent,

I . . . .
;w.x:sm.x xsin.xdx -+ sm.szxsm.zxdx

+ sin.3xfxsin. Sxdx + sin.4xfwsin.4xdx + etc.

T
. , . . , . ™ . .
L'intégrale fx sin, fx dx équivaut a + % les indices o et =
(3]

qui sont joints au signe / font counaitre les limites de I'in-
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tégrale ; le signe + doit étre choisi lorsque 7 est impair, et le
signe-— lorsque ¢ est pair. On aura donc I'équation suivante :
! p=sin.z— sin.oz + rsin. 32— Lsin. fx + psin. 5 x —sin. 7z + ete.
2 2 3 4 5 7 /
223.

On développera aussi en séries de sinus d'arcs multiples
les fonctions différentes de celles ou il n’entre que des puis-
sances impaires de la variable. Pour apporter un exemple
qui ne laisse aucun doute sur la possibilité de ce développe-
ment, nous choisirons la fonction cos, x, qui ne contient
que des puissances paires de x, et qu'on développera sous
la forme suivante :

asin.x + bsin.2x + csin.3x + dsin. 4 x + esin. 5x + etc.

M . b -\ . 0
quoiqu’il n'entre dans cette derniere série que des puissances
impaires de la méme variable. On aura en effet, d'apres le
théoréme précédent,

I . .
;-ncos.x:sm.xﬁos.xsm.xd:&

+-sin. 2 xﬁ:‘os. xsin. 2z dx + sin. 3xﬁos. xsin. 3xdx + etc.

L'intégraleﬁOS.xsin.ix dx, équivaut a zéro lorsque 7 est

. . 1 21
un nombre impair, et a

- lorsque ¢ est un nombre pair.

En supposant successivement i=2, 4, 6, 8, etc. on aura la
série toujours convergente :
! kCOS. &= — siN. 2 + 4_sin fx + 6 sin.6z
§reos F=13 58 3.5 57

8 . 10 .
+ —sin. 8z +——sin. rox + etc.
7.9 9.11
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ou cos.x=;{G + %) sin. 2 x -+ (% + —%) sin. 4 x
+ (%+;> sin.6x+'(—;-+§> sin. 8z + <é+%> sin. 10 x + etc.

Ce résultat a cela de remarquable qu’il offre le développe-
ment du cosinus en une suite de fonctions dont chacune ne
contient que des puissances impaires. Si 'on fait dans I'équa-

T

tion précédente x=7 =, on trouvera :

I ‘IE__.[ I+I I I [+I_.l —l—+etc)
2‘7;‘-;(; R R TER T .

Cette derniére série est connue (introd. ad analysin. infinit.
cap. X).
294.

On peut employer une analyse semblable pour dévelop-
per une fonction quelconque en série de cosinus d’arcs mul-
tiples. Soit ¢z la fonction dont on demande le développe-
ment , on écrira :

X ==a,C0S.0L+a,Cos. £+a, Cos. 3 L+a, cos. 3x~+...a;cos.ix... +etc. (m)

Si 'on multiplie les deux membres de cette équation par
cos. j x et que Von intégre chacun des termes du second
membre depuis x=o0 jusqu’a x==x; il est facile de s'assurer
que la valeur de cette intégrale sera nulle, excepté pour le
seul terme qui contient déja cos. j x. Cette remarque donne
immédiatement le coéfficient a;; il suffira en général de
considérer la valeur de lintégrale /' cos.jx cos. ix dz,
prise depuis x = o jusqu'a £ == =, en supposant que j et
sont des nombres entiers. On a

. . I . g d I . g g
fcos.].z cos.zxdx__z—(fmsm.]+zx+m sin.j—zx-+c.
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Cette intégrale, prise depuis # =0 jusqu'a x ==, est
: évidemment nulle toutes les fois que; et 7 sont deux nom-
bres différents. Il n'en est pas de méme lorsque ces deux

1

nombres sont égaux. Le dernier terme — sin. j — rw

2(j—1)
. (o] I .
devient _, et sa valeur est _ =, lorsque l'arc x est égal a «.

Si donc on multiplie les deux termes de I'équation précé-
dente (m) par cos. iz, et que l'on integre depuis o jus-

. 1 . .
(u'a =, on aura :ﬁ z cos. ix d x = _ = a;, équation qui fera

connaitre la valeur du coéfficient ;. Pour trouver le premier
coéfficient a,, on remarquera que dans l'intégrale

sin. j +-zx + ;U‘-_— sin. j—ix,

—r
2(J+7¢) £)

.. . . o
si j=o et z==0 chacun des termes devient _, et la valeur

de chaque terme est :=; ainsi l'intégrale /cos.jxcos.ix dx,
prise depuis =0 jusqua z=r= est nulle lorsque les deux
nombres entiers ; et ¢ sont différents ; elle est £ = lorsque les
deux nombres j et ¢ sont égaux, mais différents de zéro,
elle est égale & = lorsque 7 et sont I'un et l'autre égaux a
zéro, on obtient ainsi I'équation suivante :

kg ™
) 4 I
—wq;.x._——fﬁ.rdx +cos. x [pxcos.xdx
2 2

o (<]

™ ™
+ cos. 2 .Zﬁ.l’COS. axdx+ cos. 3xﬁxcos.3.rdx + ete. (n)

o o

Ce théoréme et le précédent conviennent a toutes les fonc-
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tions possibles, soit que I'on en puisse exprimer la nature
par les moyens connus de l'analyse, soit qu'elles correspon-
dent & des courbes tracées arbitrairement.
225.
Si la fonction proposée dont on demande le développe-
ment en cosinus d’arcs multiples est la variable & elle-méme;
on écrira 'équation

TTE=a,+@,C08.2 4@, C08. 22 +a,C08. 324 ... +a,c0s. 2+ ete.

et 'on aura, pour déterminer un coéfficient quelconque a;,

T

I'équation @, = f zcos.ixdx. Cette intégrale a une valeur

o

. . / . "
nul et est egal & — —
ulle lorsque 7 est un nombre pair, ct es egal a — lorsque

¢ est impair. On a en méme temps @, — < x*. On formera
donc la série suivante ,

1 08, cos.3 x cos. 5 €0s.7.x
r=—- g— —_ —_ — — etc.
2" 4 T 4 I 4 5= 4 7T

On peut remarquer ici que nous sommes parvenus a trois
développements différents de * x, savoir :

I

I . I . . I
2 T=S8In.Z—sin. 22 + zsin. 3r—-

y sin. 4 2 + =sin. 5z —etc.

5
Zr=2sin.z + > sin 32+ —sin. 5z 4——sin. 72 + etc
2" T * Jrg hrg™ 7w 7 )

ta==1 2 cos.x 2 08, 32— 2 c08. 5 2 — eto
RE= T, X P . F= COS. .

11 faut remarquer que ces trois valeurs de : x ne doivent
point étre considérées comme égales, abstraction faite de
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toutes les valeurs de x; les trois développements précédents
n'ont une valeur commune que lorsque la variable x est
comprise entre o et + 7. La construction des valeurs de ces
trois séries et la comparaison des lignes dont elles expriment
les ordonnées rendraient sensibles la coincidence et la dis-
tinction alternatives des valeurs de ces fonctions.

Pour donner un second exemple du développement d'une
fonction en série de cosinus d'arcs multiples, nous choisi-
rons la fonction sin. x qui ne contient que des puissances
impaires de la variable, et nous nous proposerons de la
développer sous la forme

a+ bcos. x4+ ccos. 2z + dcos. Jx + etc.

En faisant & ce cas particulier l'application de 'équation
générale, on trouvera, pour équation cherchée,

cos.ox cos.4x cos.6x cos.8x

! esiny=—-— —etc
ZﬂSln‘ TTa .3 3.5 5.7 7.9 ’

On parvient ainsi a développer une fonction qui ne contient
que des puissances impaires en une série de cosinus dans
laquelle il n'entre que des puissances paires de la variable. Si
on donne a x la valeur particuliere ; =, on trouvera :

I I I
+ —3—7x + F——— +etc.

I
1.3 3. .7 7.9

m™w_—

Bim

PN

Or, de I'équation connue
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On tire
LA SUN PR S, I
87:_1—+ .7 9n+13.15+e "
et aussi
LS S SO : N
8‘”_2_55—;._9—“.13—15 5 — €l

) 4 I 1 I I I
226.

L'analyse précédente donnant le moyen de développer
une fonction quelconque en série de sinus ou de cosinus
d’arcs multiples , nous 'appliquerons facilement au cas ol
la fonction & développer a des valeurs déterminées, lorsque
la variable est comprise entre de certaines limites et a des
valeurs nulles, lorsque la variable est comprise entre d'au-
tres limites. Nous nous arréterons a4 I'examen de ce cas
particulier, parce quil se présente dans les questions phy-
siques qui dépendent des équations aux différences partielles,
et quil avait été proposé autrefois comme un exemple des
fonctions qui ne peuvent étre développées en sinus ou
cosinus d’arcs multiples. Supposons donc que l'on ait &
réduire en une série de cette forme une fonction dont la
valeur est constante , lorsque.x est comprise entre o et «, et
dont toutes les valeurs sont nulles lorsque x est comprise
entre « et =. On emploiera I'équation générale (n) dans
laquelle les intégrales doivent étre prises depuis z == o
jusqu'a x==r. Les valeurs de ¢« qui entrent sous le signe /'



