Geleitwort

Jeder misst sich gern. Ich erinnere mich noch gut, wie ich im Februar-
heft der SIAM News 2002 erstmals etwas iiber die ,SIAM 100-Digit Chal-
lenge” las. Nick Trefethens kurzer Beitrag® stellte die 10 Probleme sei-
ner Herausforderung vor und schloss mit der Bemerkung: ,Hinweis: Es
ist schwer! Sollte irgendjemand insgesamt 50 Ziffern herausfinden, wer-
de ich beeindruckt sein.” Fiir einen unverbesserlich computerorientierten
Mathematiker wie mich war das ein uniibersehbares Signal zum Angriff,
eine unwiderstehliche Versuchung. Es lief darauf hinaus, dass ich mich ge-
meinsam mit zwei weiteren Kollegen beteiligte. Leider verfehlten wir bei
wenigstens einem der 10 Probleme das korrekte Ergebnis und bekamen
deshalb auch keine Anerkennung.> Dennoch war es eine sehr lohnende
und vergniigliche Ubung.

Das vorliegende Buch zeigt detailliert, wie jedes der Probleme gelost
werden kann, geschrieben von Autoren, welche anders als ich zu siegrei-
chen Teams gehorten, die alle 10 Probleme erfolgreich gemeistert hatten.
Ja besser noch: Fiir jedes Problem werden gleich mehrere Losungsansétze
vorgestellt, auch solche, die auf Wunsch eine Genauigkeit von tausenden
Ziffern zu erreichen erlauben oder die Losung weit grofierer verwandter
Probleme gestatten. Im Verlauf streifen die Autoren so gut wie jede wich-
tigere Technik moderner numerischer Mathematik: numerische lineare Al-
gebra, numerische Quadratur, Grenzwertextrapolation, Fehlerkontrolle, In-
tervallarithmetik, Kurvenintegration, iterative Verfahren, globale Optimie-
rung, Langzahlarithmetik, evolutiondre Algorithmen, Eigenwertloser und
vieles andere mehr (die Aufzdhlung liefSe sich viel weiter fortsetzen).

1 Auf S. 1 findet sich der vollstandige Text.

2 Jonathan Borwein verrat im Mathematical Intelligencer, in seiner lesenswerten Re-
zension [Boros] der englischen Originalausgabe dieses Buchs, dass er und Greg
Fee die anderen Mitglieder des Teams gewesen seien und dass sie 85 Ziffern
abgeliefert hatten.
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Dem vorliegenden Werk wird es beschieden sein, ein Klassiker der rech-
nerorientierten Wissenschaft zu werden — ein Festmahl in 10 Gdngen. Vom
tibergeordneten Standpunkt aus bietet das Buch eine zwingende Antwort
auf die Frage ,Was ist numerische Mathematik?”. Wir begreifen durch die-
ses Buch, dass numerische Mathematik weit mehr ist als eine Ansamm-
lung wilhelminischer Maximen tiber die Notwendigkeit sorgsamen Um-
gangs mit Rundungsfehlern. Stattdessen lernen wir aus erster Hand, welch
groflen und wachsenden Stamm raffinierter Algorithmen und mathemati-
scher Kunstgriffe im Dienste effizienter Berechnungen dieses Gebiet um-
fasst. So hat Nick Trefethen einst bemerkt [Treg8], dass, ,wenn Rundungs-
fehler verschwénden, 95% der numerischen Mathematik bestehen bliebe.”

Wie bereits gesagt, beschreiben die Autoren des Buchs Techniken, die
in etlichen Fillen erweitert werden konnen, um die Resultate der 10 Pro-
bleme auf eine Genauigkeit von tausenden von Ziffern zu berechnen. Eini-
ge werden sich fragen, warum sich jemand um solch ungeheure Prézision
kiimmern wollte, wo doch in der physikalischen ,Wirklichkeit” kaum eine
Grofle auf mehr als 12 Ziffern genau bekannt sei. So reichte beispielsweise
ein auf 20 Dezimalziffern korrekter Wert von 7 aus, um den Umfang ei-
nes Kreises um die Sonne mit den Ausmafien der Erdbahn auf die Breite
eines Atoms genau zu berechnen. Warum also sollte sich jemand darum
kiimmern wollen, ein numerisches Resultat auf 10000 Ziffern genau zu be-
rechnen?

In der Tat haben unldngst Arbeiten in der experimentellen Mathematik
ein wichtiges Feld bereitet, auf dem numerische Resultate von sehr grofser
Prazision benotigt werden, in einigen Féllen auf eine Genauigkeit von tau-
senden von Dezimalziffern. Insbesondere werden Genauigkeiten auf dieser
Skala benotigt, um Algorithmen zur Aufdeckung ganzzahliger Relationen3
auf die Entdeckung neuer mathematischer Identitdten anzuwenden. Ein
solcher Algorithmus liefert fiir n reelle Zahlen x; (1 < i < n), welche in der
Form hochgenauer Gleitkommazahlen vorliegen, n ganze Zahlen a;, welche
nicht alle null sind, so dass a;xq + axxy + - - - + ayx, = 0.

Mit das bekannteste Beispiel dieser Art ist eine 1995 entdeckte neue
Formel fiir 7r:
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Diese Formel wurde mit Hilfe eines Computerprogramms gefunden, wel-
ches den PSLQ-Algorithmus zur Aufdeckung ganzzahliger Relationen im-

3 Diese Algorithmen finden sich unter den Top 10, die Jack Dongarra und Fran-
cis Sullivan [DSoo] zusammengestellt haben. In ihre Hitliste wurden Algorith-
men aufgenommen, welche nach ihrer Ansicht ,den stdrksten Einfluss auf die
Entwicklung und Praxis von Wissenschaft und Technik des 20. Jahrhunderts”
hatten.
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plementierte. In diesem Fall wurde eine Prdzision von etwa 200 Dezimal-
ziffern verwendet. Dartiberhinaus benotigte die Rechnung einen Eingabe-
vektor von mehr als 25 mathematischen Konstanten, jede auf 200 Ziffern
genau gegeben. Der mathematische Stellenwert dieser speziellen Formel
liegt darin, dass sie die direkte Berechnung von bindren oder hexadezima-
len Ziffern von 7t von jeder beliebigen Stelle an gestattet. Der Algorithmus
ist dabei sehr einfach, kommt fast ohne jeden Speicher aus und benétigt
keine Langzahlarithmetik [BBP97, AW97y, BBo4, BBGo4]. Seit 1996 wurden
zahlreiche weitere Formeln dieses Typs gefunden, so auch etliche Formeln
fiir Grofsen aus der Quantenfeldtheorie [Baioo].

Man sollte betonen, dass eine grofie Auswahl von Algorithmen der nu-
merischen Mathematik in der experimentellen Mathematik zum Einsatz
kommt. Nicht wenige dieser Algorithmen sind in diesem Buch beschrie-
ben. Besonders wichtig sind die hochgenaue numerische Quadratur (d.h.
die hochgenaue numerische Auswertung bestimmter Integrale) und die
hochgenaue Auswertung von Grenzwerten und unendlichen Reihen. Diese
Algorithmen bendtigen natiirlich Langzahlarithmetik, verlangen aber oft
auch nach mathematischer Raffinesse und erheblicher Kunstfertigkeit im
Umgang mit Formeln.

Kurzum, die meisten Techniken dieses Buchs, wenn nicht sogar alle,
besitzen Anwendungen weit jenseits der klassischen Gebiete der ange-
wandten Mathematik, auf die sich die numerische Mathematik seit langem
hauptsachlich stiitzte. Es ist von grofsem Wert, diese Techniken zu erler-
nen, und es macht in vielen Féllen sogar Spaf$, mit ihnen zu arbeiten. Jeder
Bissen dieses zehngangigen Festmabhls ist ein Hochgenuf.
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