HANDOUT #1

KONVERGENZ VON W-MASSEN, VERTEILUNGEN UND
ZUFALLSVARIABLEN

FOLKMAR BORNEMANN

Die Vielfalt der Konvergenzberiffe fiir W-Mafie, Verteilungen und Zufallsva-
riablen (wie vage, schwache, stochastische und fast sichere Konvergenz) kann
schnell zu Verwirrung (das englische Wort , bewildering” trifft es perfekt) fiihren,
insbesondere wenn sie wie in unserer Vorlesung , gestapelt” werden. Die folgende
Zusammenstellung zeigt, wie ich fiir mich selbst Ordnung in die Angelegenheit
bringe und welche Resultate ich grundsitzlich wichtig finde; sie dient mir selbst
zum Nachschlagen.

1. ToPOLOGISCHE MASSE UND VAGE KONVERGENZ

Jede sinnvolle Konvergenzbetrachtung von W-Mafien verlangt nach einer to-
pologischen Struktur des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums. Dazu
betrachtet man Hausdorff-Rédume' X, die von den offenen Mengen erzeugte o-
Algebra B(X') der borelschen Mengen und , reguldre” Mafle (also solche Mafle,
die in einem gewissen Sinne mit der topologischen Struktur vertraglich sind). Ein
MafB p : B(X) — [0, 0] heifit dabei

o lokalendlich oder Borel-Maf, falls jedes x € X eine offene Umgebung U > x

mit u(U) < oo besitzt;
o reguliir von innen, falls

u(A) = sup{p(K) : K C A kompakt} (A e B(X));
o regulir von auflen, falls
u(A) =inf{p(U) : U D A offen} (A€ B(X));

o reguliir, falls y von innen und auflen reguldr ist;
o Radon-Maf, falls i ein von innen reguldres Borel-Maf ist.

Um miihevolle Einzelpriifungen dieser Eigenschaften zu vermeiden, betrachtet
man in der W-Theorie gerne topologische Rdume, auf denen Borel-Mafe grund-
sdtzlich reguldr sind.

Definition 1.1. Separable, vollstindig metrisierbare Rdiume X" heiflen polnisch.

Beispiele sind die euklidischen Rdume R" (die zusatzlich auch noch lokalkom-
pakt sind). Im folgenden sprechen wir kurz von Mafien auf dem topologischen
Raum X, wenn wir solche auf dem borelschen Mefiraum (X, B(X)) meinen.

Date: 26. April 2010.
'Auf diesen topologischen Réumen sind kompakte Mengen abgeschlossen und daher borelsch.
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Elstrodt (2005, Def. VIIL1.1)

Elstrodt (2005, §VIIL.1.5)
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Satz 1.2 (Ulam 1939). Borel-Mafle auf polnischen Riumen sind c-endlich und requlir.  Elstrodt (2005, Satz VIIL1.16)
Fiir polnische Raume X fithren wir folgende Mengen von Mafien ein:
M(X) = {p : u Borel’sches Maf§ auf X'};
Mq(X) = {p: y W-MaRB auf X'};
M (X) = {p: p MaB auf X mit u(X) <1}.
Die Mafle in M<1(X') heilen auch Sub-Wahrscheinlichkeitsmafe. Es gilt
Mi(X) C MG (X) C M(X).

Ferner fiihren wir noch die Menge der signierten Mafie auf X" ein:

M (X) = {p : u signiertes MaBl auf X'};

mit der Totalvariationsnorm ist dies ein Banachraum. Wir benétigen noch einige
Réume stetiger Funktionen, auf denen Mafle operieren und mit deren Hilfe wir
»schwache” Konzepte einer Konvergenz von Mafien testen werden:

Cp(X) ={f € C(X): fistbeschrankt};
Cc(X)={f € C(X): fhatkompakten Trager};
Co(X) = Vervollstindigung von C.(X') beziiglich Supremumsnorm.
Mit der Supremumsnorm versehen sind Cp(X') und Cy(X') Banachrdume; es gilt
Co(X) C Cp(X).
Der Anwendung funktionalanalytischer Methoden dient der folgende Satz.

Satz 1.3 (Darstellungssatz von Riesz). Es sei X ein lokalkompakter polnischer Raum.  Elstrodt (2005, Satz VIIL.2.26)
Dann ist

Co (&) 2 M;(X)
vermittels des ordnungstreuen isometrischen Isomorphismus ® : Ms(X) — Co(X)’
definiert durch

@G0, f) = [ fap (1€ M), f € Co()).

Hierbei (d.h. fiir lokalkompakte polnische Riume X ) ist der Pridualraum Co(X') separabel.  Die Separabilitit findet sich
in Bauer (1978, Sétze 44.1 u.

In Zukunft werden wir ein (signiertes) Maf8 # daher mit der induzierten Linear- 443
form ®(u) kurzerhand identifizieren und schreiben

)= [ fan.

Wegen der Separabilitit des Pradualraums ist nach dem Satz von Banach-Alaoglu
die Einheitskugel von M;(X') — und damit erst recht die Menge der Sub-W-Mafle
M1 (X) - schwach-* folgenkompakt. Beachte, dass es wegen der Beschranktheit
von Sub-W-Mafsen ausreicht, die schwach-* Konvergenz solcher Mafie mit Funk-
tionen aus der dichten Teilmenge C.(X) von Cy(X) zu testen. In der MafStheorie
bezeichnet man diese Form der schwach-* Konvergenz allgemein als vag.
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Definition 1.4. Ein Folge y,, € M<q(X') von Sub-W-MafBlen konvergiert vag gegen
das Sub-W-MaB3 y € M<(X), falls fiir n — oo

(n, f) = () (f € C(X));

in Zeichen

o > p (n — o0).
Aus der Aquivalenz mit der schwach-* Konvergenz folgt auch, dass der vage
Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

Satz 1.5 (Auswahlsatz von Helly). Jede Folge u, von Sub-W-Maflen auf einem
lokalkompakten polnischen Raum X besitzt eine vag konvergente Teilfolge.

Fiir W-MafSe ist die vage Konvergenz fiir sich allein in der Regel zu schwach,
um zu garantieren, dass der Limes wieder ein W-Maf ist. Zum Beispiel gilt auf

X =R, dass 6, = 0. Im allgemeinen folgt aus y, — y namlich nur
p(X) <Hminf p, (X).
2. SCHWACHE KONVERGENZ VON MASSEN

Definition 2.1. Es sei X ein polnischer Raum. Die Folge j1, € M<1(X') konver-
giert schwach gegen das Mafl y € M« (X), falls fiir n — oo

(n, f) = () (f € G(X));

in Zeichen
w
Un — Y (n — o).
Der Grenzwert einer schwach konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt. Auf

kompakten metrischen Rdumen & fallen vage und schwache Konvergenz von
Mafen zusammen, da dann C,(X') = C.(X) ist.

Wegen M 1(X) C Cu(X)' (isometrisch eingebettet) ist die schwache Kon-
vergenz dquivalent zur schwach-* Konvergenz in C,(X)". Da der Pradualraum
Cp(X) hier im allgemeinen nicht separabel ist, folgt daraus aber nicht viel; ins-
besondere lassen sich anders als bei der vagen Konvergenz die untenstehenden
Kompaktheitsresultate nicht aus allgemeinen funktionalanalytischen Resultaten
gewinnen.

Der schwache Limes von W-Maflen ist wiederum ein W-Maf: Aus 1 € C(X)
folgt ndamlich

1= pn(X) = (pn, 1) = (1) = p(X),
also yu(X) = 1. Einige Charakterisierungen der schwachen Konvergenz werden
gerne im folgenden Theorem gebiindelt (,, portmanteau” (engl.) = Handkoffer;
wobei dieser Handkoffer bei verschiedenen Autoren gerne unterschiedlich gefiillt
ist). Dabei steht Uy fiir die Menge der Unstetigkeitspunkte einer Funktion f : X —
R; diese Menge ist (unabhédngig von der Messbarkeit von f) stets Borel-messbar.

Satz 2.2 (Portmanteau-Theorem). Essei X ein polnischer Raum und p, y, € M1 (X).

Dann sind dquivalent:
(i) pn = fiir n — oo;
(ii) (pn, f) — (u, f) fiir alle beschriinkten stetigen f;

Elstrodt (2005, Def. VIII.4.7)

Elstrodt (2005, Satz VIII.4.16)

Elstrodt (2005, Def. VIIIL4.5)

Billingsley (1995, Fufinote
auf S. 334)

Klenke (2008, Thm. 13.16)
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(i) (pn, f) = (u, f) fiir alle beschriinkten, Lipschitz-stetigen f;
(iv) (pn, f) = (u, f) fiir alle beschriinkten, messbaren f mit p(Uy) = 0;

(v) un(A) — u(A) fiir alle messbaren A mit u(9A) = 0.
Ist X zusitzlich lokalkompakt, so ist zudem mit (i)—(v) dquivalent:
(vi) pn — pund p(X) > limsup, ., pn(X).
Fiir die Betrachtung zufalliger Mafle (etwa empririscher Verteilungen) ist es

hilfreich zu wissen, dass sich die schwache Konvergenz anhand einer festen,
abziihlbaren Menge stetiger Funktionen charakterisieren ldsst.

Satz 2.3. Es sei X ein polnischer Raum. Dann gibt es eine abzihlbare Familie fi in
Cp(X), so dass fiir Mafle p und p, in M<1(X) gilt:

wn = e {fi) > (wfi) (KEN).
Fiir das zentrale Kompaktheitsresultat benotigen wir den Begriff der Straffheit.

Definition 2.4. Eine Familie 7 C M« (X) heif8t straff, falls es zu jedem € > 0
eine kompakte Menge K C X’ gibt mit

sup{u(K®) : p € F} <e.

Dabei bezeichnet A® das Komplement der Menge A. Auf einem polnischen Raum
X ist jedes einzelne Maf fiir sich allein straff; ist X kompakt, so ist natiirlich jede
Familie endlicher MafSe straff.

Satz 2.5 (Prohorov 1956). Fiir polnischen Riume X gilt: Eine Familie F C M<1(X)
von Sub-W-Maflen ist genau dann schwach relativ folgenkompakt, wenn sie straff ist.

Auf die Straffheit kann dann und nur dann verzichtet werden, wenn der polni-
sche Raum A selbst (folgen-) kompakt ist.

Auf einem polnischen Raum kann die schwache Konvergenz von W-Mafsen
durch eine Metrik induziert werden; eine besonders handliche solche Metrik wird
durch

d(pv)= sup  |[(u f) = (v, f)l
feLipy (&X;[-11])
definiert, wobei Lip; (X;[—1,1]) die Menge jener Lipschitz-stetigen Funktionen
f: X — [—1,1] bezeichnet, deren Lipschitz-Konstante jeweils durch 1 beschrankt
ist. Tatsdchlich ist M;(&") dann selbst ein polnischer Raum; dies erlaubt es, die
Konstruktion topologischer Mafle zu , stapeln” und etwa die schwache Konvergenz
von W-Maflen auf W-Maflen etc. zu betrachten.

3. SCHWACHE KONVERGENZ VON ZUFALLSVARIABLEN

Fiir eine (reell-wertige) Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q), A, IP) definieren wir die Verteilung als das W-Maf ux € M;(R) durch

px(A) =P(XecA)  (AcB(R)).

Beachte, dass R ein lokalkompakter polnischer Raum ist und unsere bisherigen
Konzepte daher Anwendung finden kénnen. Die zugehorige Verteilungsfunktion
Fx :R — [0,1] ist

Fx(x) =P(X < x) = ux((—o0,x]) (x € R).

Parthasarathy (1967,
Thm. I1.6.6)

Elstrodt (2005, Def. VIIL.4.18)

Elstrodt (2005, Satz VIII.4.23)

Parthasarathy (1967,
Thm. 11.6.4)

Folgt aus Stroock (1993,
Lemma 3.1.10) und Satz
2.2(iii).

Stroock (1993, Thm. 3.1.11)
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Fiir eine Folge X, von Zufallsvariablen definieren wir die schwache Konvergenz
X, = X (auch Konvergenz der Verteilung nach genannt) durch py, = pix.

Satz 3.1 (Portmanteau-Theorem fiir Zufallsvariable). Es seien X und X, Zufallsva- Direkte Umformulierung
riable. Dann sind dquivalent: von Satz 2.2, siehe auch

Klenke (2008, Thm. 13.23
i) Xp % X; und Cor. 13.24).
(i) E(f(Xn)) = E(f(X)) fiir alle beschriinkten, stetigen f;
(iii) E(f(Xn)) — E(f(X)) fiir alle beschriinkten, Lipschitz-stetigen f;
(iv) E(f(Xu)) — E(f(X)) fiir alle beschriinkten, messbaren f mit P(X € Uy) = 0;
(v) P(X, € A) = P(X € A) fiir alle A € B(R), fiir welche X ¢ 0A fast sicher;
(vi) Fx,(x) — Fx(x) fiir alle Stetigkeitspunkte x von Fx.
Ist Fx zusitzlich stetig, so ist zudem mit (i)—(vi) dquivalent: van der Vaart (1998,

Lemma 2.11)

(vii) ||Fx, — Fxl|leo — 0, d.h. die Konvergenz in (vi) ist gleichmif3ig.

4. STOCHASTISCHE UND FAST SICHERE KONVERGENZ VON ZUFALLSVARIABLEN

Neben dem Konzept der schwachen Konvergenz (das ja nur die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der Zufallsvariablen benutzt) benutzen wir noch weitere
Konvergenzkonzepte, welche die Zufallsvariablen als reelle Funktionen betrach-
ten.

Definition 4.1. Es seien X und X,, Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits- Grimmett and Stirzaker
raum (Q), A, P). (2001, Def. 7.2(1))

o X, konvergiert stochastisch gegen X, in Zeichen X L X, falls fir e > 0
P(|X, —X|>€)—0 (n — o0).
o X, konvergiert fast sicher gegen X, in Zeichen X, 2% X falls
P({weQ: X,(w) = X(w) fiirn — oo}) = 1.

Es gilt folgender Satz vom ,,abelschen” Typ (d.h. ohne Zusatzbedingungen)
iiber die wechselseitige Beziehung der Konvergenzkonzepte.

Satz 4.2. Es gelten die Implikationen Grimmett and Stirzaker
(2001, Thm. 7.2(3))

X, %X = x5x = x,8%%x

Die Umkehrungen sind nur unter Zusatzbedingungen richtig. Wir geben zwei
einfache Beispiele fiir solche Sidtze vom ,tauberschen” Typ. Das erste folgt fast
unittelbar aus den Definitionen:

Satz 4.3. Ist c € R eine Konstante, so gilt die Implikation Grimmett and Stirzaker
(2001, Thm. 7.2(4a))

P
Xp B3¢ = X,—>ec

Das zweite Beispiel ist ein einfacher Spezialfall des Lemmas von Borel-Cantelli.
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Satz 4.4. Gilt fiir jedes € > 0

(o)
Y P(|Xy — X| > €) < oo,

n=1
(und damit natiirlich unmittelbar X, L X), so ist X, 25 X.

Mit Hilfe der Tschebyscheff’schen Ungleichung

Var(X
P(1X, — EX, | > ¢) < Vo)
folgt aus diesem Theorem die sehr niitzliche Implikation

[ee]
Var(X,) <o = X,—EX,30.

n=1
Die folgenden beiden Sitze ermoglichen es oft, in Beweisen die stochastische
und die schwache Konvergenz durch die fast sichere Konvergenz zu ersetzen; sie
fithren zu einfachen und transparenten Argumentationen.

Satz 4.5. Es seien X und X,, Zufallsvariable. Dann ist X, E) X dquivalent dazu, dass
jede Teilfolge X, eine weitere Teilfolge X, mit X, =5 X besitzt.

Satz 4.6 (Darstellungssatz von Skorokhod). Es seien X und X, Zufallsvariable. Dann

ist X, = X dquivalent dazu, dass es Zufallsvariable Y,, und Y auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (', A',P") gibt mit

() my, = px, und py = px,
(i) Y, 3.
Wir stellen noch drei ,Stetigkeitsresultate” fiir die Konvergenz von Zufallsva-
riablen zusammen.

Satz 4.7 (,,Continuous Mapping Theorem”). Es seien X und X,, Zufallsvariable und
¢ : R — R messbar. Gilt X ¢ Uy fast sicher, so ist

Xy =X = ¢Xn) —¢o(X)

sowohl fiir die schwache, als auch fiir die stochastische und die fast sichere Konvergenz
von Zufallsvariablen.

Satz 4.8. Esseien X, Xy, Y und Y, Zufallsvariable. Dann gilt

o Xy ™ Xund Y, 3 Y impliziert X, + Y, 3 X +Y;

o X, E) Xund Yy, 3 Y impliziert X, + Yy, 3 X+Y.

Fiir die schwache Konvergenz ist die Addition von Zufallsvariablen hingegen

in der Regel nicht stetig, es gilt nur folgender schwécherer Satz.
Satz 4.9 (Lemma von Slutsky). Es gelte X, — X und Y, = ¢, wobei ¢ € R eine
Konstante ist. Dann gilt

e Xy+ Y, 3 X+¢

oY, X, Sc-X.

Grimmett and Stirzaker
(2001, Thm. 7.2(4c¢))

Billingsley (1995, (21.13))

Billingsley (1995, Thm. 20.5)

Billingsley (1995, Thm. 25.6)

van der Vaart (1998,
Thm. 2.3)

Grimmett and Stirzaker
(2001, Thm. 7.3(9))

van der Vaart (1998,
Lemma 2.8)
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5. DIE MOMENTENMETHODE

Da fiir das kompakte Intervall [a,b] die Polynome in Cl[a, b] bzgl. der Supre-
mumsnorm dicht liegen, kann die schwache Konvergenz in M;([a,b]) einfach
durch Polynome getestet werden. Da nun aber

(x5 = my ()
das k-te Moment des W-MaBles u € M ([a, b)) ist, so gilt in M ([a,b])
=& m(un) = mi(p) (k€ N).
Der folgende Satz zeigt, dass dieses Resultat unter einer zusétzlichen ,tauberschen”
Bedingung (gemeint ist die Eindeutigkeit in (ii)) auch fir R statt [a, b] giiltig ist.
Satz 5.1. Sei X, eine Folge von Zufallsvariablen mit gleichmiif$ig beschrinkten Momenten:

sup [E(X\)| < My <0 (ke N).
n

Dann gilt:
(i) Xp = X impliziert E(XX) — E(X¥) fiir alle k € N; Billingsley (1995, Cor. 25.12)
(ii) wenn die Verteilung von X durch ihre Momente eindeutig festgelegt ist und Billingsley (1995, Thm. 30.2)
E(XX) — E(XX) fiir alle k € N, so folgt X, = X.

Wir benétigen also handliche Kriterien dafiir, dass ein W-Maf8 y € M;(R)
eindeutig durch seine Momente bestimmt ist.

Satz 5.2. Das W-Maf u € M (R) besitze die endlichen Momente my = [*_ x* u(dx)
zu jeder Ordnung k € IN. Dann ist y das einzige W-Maf$ mit diesen Momenten, falls
eines der beiden folgenden Kriterien erfiillt ist:

e (Carleman’sches Kriterium) Akhiezer (1965, p. 85)

o _1/2k
Z My " =0
k=1

oder

e die Potenzreihe Billingsley (1995, Thm. 30.1)
00 k
Y
!
= K
besitzt positiven Konvergenzradius.

Das zweite Kriterium wird fiir die Verteilung einer Zufallsvariablen X besonders
handlich, wenn die Momenten-erzeugende Funktion

M(z) = E(e#%)

fiir alle reellen |z| < r (r > 0) existiert. Dann besitzt namlich X endliche Momente
]E(Xk) jeder Ordnung k € IN und es gilt Billingsley (1995, (21.22))

00 Zk
M(z) = Z]E(Xk)g (2] <7).
k=0 '

Der Konvergenzradius betrédgt also mindestens r, so dass die Verteilung von X
nach dem zweiten Kriterium eindeutig aus den Momenten bestimmt ist. Die
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Konvergenz von Momenten gegen diejenigen von X wiirde also die schwache
Konvergenz gegen X sichern.

Satz 5.3. Es seien X, und X Zufallsvariablen, fiir welche die zugehorigen Momenten-
erzeugenden Fumnktionen M, (z) und M(z) fiir |z| < r mit einem gewissen r > 0

existieren. Gilt dann M, (z) — M(z) punktweise fiir |z| < r, so folgt X, — X.

Beispiel 5.4. Fiir N(m, 0?)-verteiltes X gilt

1 ® _Gem)? 2,2
M(z) = E er _ / e w2 dx = emz+r7 z /2’
R

eine ganze Funktion, die fiir alle z existiert. Die Verteilung einer normalverteilten
Zufallsvariable ist also durch ihre Momente eindeutig bestimmt; fiir ein N(0,1)-
verteiltes X lauten die Momente

0 n ungerade;

E(X") =

(2k—1)t=1-3-5---(2k—3)-(2k—1) n = 2k gerade.
Die Doppelfakultiten (2k — 1)!! besitzen zahlreiche kombinatorische Deutungen,
die zu ihrer Identifizierung herangezogen werden konnen.

Beispiel 5.5. Fiir eine Zufallsvariable X mit Halbkreisverteilung gilt

2
M(z) = E(e¥X) = % /_zez"\/m:ix =z71(22),

ebenfalls eine ganze Funktion, die fiir alle z existiert. Die Verteilung einer halb-
kreisverteilten Zufallsvariable X ist also ebenfalls durch ihre Momente eindeutig
bestimmt:

0 n ungerade;
IE(Xn) = (Zk)
Cy = k—kLl n = 2k gerade.

Auch die Catalan’schen Zahlen Cy besitzen zahllose kombinatorische Deutungen,
die zu ihrer Identifizierung herangezogen werden konnen.
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