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(0.1-1) WARUM QUANTENCOMPUTER?

Grenzen klassischer Computer

e Technologie: Steigerung der Leistungsfahigkeit (Moore’sche Gesetz) durch
Miniaturisierung stoft in den nachsten 100 Jahren an ihre Grenzen

e Algorithmen: Simulation groBBer Quantensysteme unmoglich (,,curse of
dimension*)?

,Physics meets Computer Science*

Information ist physikalische GroBBe (Landauer Prinzip 1970)

Reversible Computer sind moglich (Bennett 1973, Fredkin/Toffoli 1981)

Quantensysteme ,,berechnen’ sich selbst (Feynman 1983)

Computer sind Objekte der Realitdt: Berechenbarkeit keine Frage der
Mathematik sondern der Physik (Deutsch 1985)

(0.1-2) WARUM QUANTENCOMPUTER?

Quantencomputer kénnen fantastisch viel mehr

e beweisbar exponentieller Speed-Up in akademischen Algorithmen modulo
eines Orakels (Simon 1994)

e praktisch exponentieller Speed-Up bei der Primfaktorzerlegung einer Zahl n:

— klassisch: ,,number sieve field"*
zeit ~ exp(1.9(In n)'"/3(ninn)?/3)
— Quantenalgorithmus von Shor (1994):

zeit ~ O((Inn)?InInninininn)




(0.1-3) WARUM QUANTENCOMPUTER?

Quantencomputer konnen deutlich mehr

e beweisbarer Speed-Up bei der Suche in unstrukturierten Mengen mit N
Objekten

— klassisch: zeit = ©@(N)
— Quantenalgorithmus von Grover (1996): zeit = ©(v/N)

— entsprechende Algorithmen fiir Zahlen und deskriptive Statistik

entsprechende Algorithmen fiir Summation und Quadratur

(0.1-4) WARUM QUANTENCOMPUTER?

,,Irade-Off*

e Realisierung erfordert wesentliche Fortschritte in Physik, Chemie und

Ingenieurwissenschaften

e Blickpunkt der Informationsverarbeitung hat das Verstandnis der

Quantenmechanik verandert (insbesondere in Bezug auf die sog. Paradoxa)
e neues Paradigma in der theoretischen Informatik

e weitere interessante Algorithmen erfordern neue Ideen in Mathematik und
Informatik

e BPP C BQP C PSPACE: der Nachweis, daB Quantencomputer wirklich
superpolynomial besser sind, wird schwer...




(0.1-5) WARUM QUANTENCOMPUTER?

Caveats

e der Rekord liegt derzeit bei ,,Maschinen* mit 7 Qubits

e Quantencomputer hinreichender GroB3e werden vielleicht nie realisiert:

— Fragilitat der benétigten Quantenzustinde (,,Dekohdrenz) technologisch
beherrschbar?

— Kosten?
e der aufsehenerregende Algorithmus von Shor hat vor allem negative praktische

Bedeutung: seine Realisierung wiirde die Public-Key-Kryptographie heutiger
Bauart obsolet machen

(0.2-1) DAS QUBIT: DIE ELEMENTARE INFORMATIONSEINHEIT

Klassische Computer

Bit = entweder 0 oder 1

Quantencomputer
od
Qubit = ; = xeo + Per = x|0) +BI1) € C?, |« +BF =1

,ouperposition aus zwei Zustinden 0 und 1
e |x|?> Wahrscheinlichkeit fiir Ergebnis 0

e ||?> Wahrscheinlichkeit fiir Ergebnis 1

Bemerkung: Begriff ,,Qubit* wurde 1994 von Ben Schumacher gepragt




(0.2-2) DAs QuBIT

Erste Impressionen

Quantenalgorithmen sind probabilistischer Natur

e Superposition von 0 und 1 im Qubit fiihrt zur Quantenparallelitdt, d.h. alle

moglichen Ergebnisse werden ,gleichzeitig* berechnet

e Design eines guten Quantenalgorithmus besteht darin, nur die interessanten
Ergebnisse wahrscheinlich zu machen

e exponentieller Speed-Up ist denkbar, da n Qubits alle 2™ Binadrzahlen mit n
Stellen gleichzeitig behandeln

(0.3-1) THEMEN UND ZIELE DER VORLESUNG

Grundlagen

e Basisverstindnis von Quantentheorie, maBBgeschneidert auf

Informationsverarbeitung und Algorithmen
e multilineare Algebra (Tensorprodukte etc.)
e reversible Computer

e Schaltkreismodelle von Quantencomputern und Universalitit

Algorithmen
e akademische Algorithmen von Deutsch/Josza, Bernstein/Vazirani und Simon
e Algorithmus von Shor
e Problem der verborgene Untergruppe (Shor, Kitaev)

e Algorithmus von Grover und seine Derivate




(0.3-2) THEMEN UND ZIELE DER VORLESUNG

Quantenkommunikation

Mit einem Qubit |aBt sich eigentlich nicht mehr Information lbertragen als mit
einem klassischen Bit, aber...

...wenn Alice und Bob vorher ein EPR-Paar teilen, so konnen sie

e ,super dense coding”: mit einem einzigen Qubit liber einen

Quantenkommunikationskanal zwei klassische Bits iibertragen

e bzw. dual dazu, und noch aufregender, “quantum teleportation: mit zwei
klassischen Bits liber einen klassischen Kommunikationskanal ein Qubit
ubertragen:

,Beam me up, Scotty...”

(0.3-3) THEMEN UND ZIELE DER VORLESUNG

Quantenfehlerkorrektur

Zwei prinzipielle Probleme...

e ,Dekohirenz: extreme Fragilitit verschrankter Quantenzustinde

e ,no cloning theorem*: Quantenzustande sind prinzipiell nicht duplizierbar
..aber groB3e Fortschritte

e Kommunikation: fehlerkorrigierende Codes (Shor 1995, Steane 1996)

e Rechner: fehlertolerante Schaltkreise (Shor 1995, Gottesman 1998)
Quantenkryptografie

Realisierung des Algorithmus von Shor kompromittiert klassische

Public-Key-Kryptographie...

...aber Quantenkommunikation macht beweisbar abhoérsichere
kryptographische Protokolle moglich (Wiesner 1969, Bennett et al. 1984)




| EINFUHRUNG IN DIE QUANTENTHEORIE

Quantentheorie = Theorie zur Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten...

e elegant und konzeptionell einfach
e erstaunliche Genauigkeit
e kein bekannter Konflikt zwischen Theorie und Experiment

e beschreibt weites Spektrum naturwissenschaftlicher Phinomene: Superfluide,
Supraleiter, Laser, chemische Reaktionen, Struktur der DNA, Existenz und
Verhalten von Festkorpern, Farbe der Sterne etc.

...aber oft quer zu unserer Sprache und Intuition

(1.1-1) DAS STERN-GERLACH EXPERIMENT (1922)

Auch in der Quantentheorie spricht man von und iiber Teilchen...

...auch wenn einige ihrer Eigenschaften den Teilchen unserer gewo6hnlichen
Vorstellungswelt vollig fremd sind.

Irgendwie ist noch nicht einmal klar, in welchem Sinne man tliberhaupt von
“Eigenschaften” sprechen kann.

Beispiel:  Stern-Gerlach Experiment (1922) fiir Spin-1/2-Teilchen




(1.1-2) DAS STERN-GERLACH EXPERIMENT (1922)

Auswahl eines Teilchenstrahls = Praparation einer ,,Eigenschaft"

e Test |: Spin-up | T) oder Spin-down | |)

e Test 2: Spin-rechts | —) oder Spin-links | «+)
Testergebnisse (Messung)

e | T)-Teilchen: | —) bzw. | «) gleich wahrscheinlich

e | —)-Teilchen: | T) bzw. | |) gleich wahrscheinlich

Fazit: Teilchen mit ,Eigenschaft* | T) und | —) nicht priparierbar.

(1.2-1) DAS OPERATIVE VERSTANDNIS DER QUANTENTHEORIE

Grundelemente einer Theorie
e Praparation: bringt physikalisches System in reproduzierbaren ,,Zustand” p.

e Test (Messung): ordnet einem physikalischen System ein Ergebnis p zu. In
dieser Vorlesung: n-Level (diskrete) Quantensysteme

we{w,. .., Unt

Minimalforderung an eine Theorie

Korrelation von Praparation und Test

Zu jedem Test gehort also eine Abbildung

pH{p1)"°>pn}»

welche Ergebnis 1 Wahrscheinlichkeit 0 < py < 1 zuordnet; 22:1 P = 1.




(1.2-2) DAS OPERATIVE VERSTANDNIS DER QUANTENTHEORIE

o wiederholbare Tests: Erneute Ausfiihrung des Tests dandert das Ergebnis nicht
o vollstdndige Tests: die Machtigkeit 1 der Ergebnismenge ist maximal

Wir verstehen unter Tests bis auf Widerruf wiederholbare Tests.

Quantentheorie liefert Antwort auf

e Was geschieht (mit welcher Wahrscheinlichkeit)?

Sie liefert keine Antwort auf

e Warum geschieht es!?

e Wie geschieht es!?

Antworten auf die letzten beiden Fragen heiBBen Interpretationen der Quantentheorie.

(1.2-3) DAS OPERATIVE VERSTANDNIS DER QUANTENTHEORIE

Interpretationen der Quantentheorie

prinzipiell nicht tiberprifbare Spekulationen

keine Erhohung der prediktiven Fahigkeiten

keine Vereinfachung des mathematischen Formalismus

zuweilen phantasievoll, oft Science Fiction, und immer Geschmackssache

lenken den Anfanger unnotig ab

Im Sinne des Occam’schen Messers sind sie hochst lberfliissig:
Quantum Theory Needs No ‘Interpretation’ (Fuchs/Peres 2000)




(1.3) AUSSAGEN UND IMPLIKATION IN DER QUANTENTHEORIE

Aussagen tiber physikalische Systeme = Aussagen tiber Tests an prdparierten Systemen

Definition. A I B, sprich ,,A impliziert stets B*:

e wenn ein physikalisches Systems nach einer gewissen Praparation mit
Wahrscheinlichkeit 1 die Aussage A erfiillt

e dann erfiillt das System bei gleicher Praparation mit Wahrscheinlichkeit 1 auch
die Aussage B

Notation
e 0 nie zutreffende Aussage (,.falsch*)

e 1 stets zutreffende Aussage (,richtig®)

(1.4) INKOMPATIBILITAT

Klassische Logik: ,tertium non datur®

ANB=0 = AlF—B

Quantentheorie

Es gibt Aussagen (Ereignisse) A und B, so dass sowohl
AANB =0, AN—-B=0.

Zwei solche Ereignisse heiBen inkompatibel.

Beispiel

Stern-Gerlach-Experiment zeigt, daB die Spinzustinde A = | T) und B = | —)

inkompatibel sind.




(1.5-1) QUANTENLOGIK (BIRKHOFF/VON NEUMANN 1936)

Implikation - ist Halbordnung auf den Aussagen (Ereignissen)

A /A B, sprich ,,A und B*: groBtes Element C,sodaB CHF A, CHB
AV B, sprich ,,A oder B“: kleinstes Element C,sodaB A+~ C,BF C

Ereignisse bilden Verband mit Null- und Einselement

e Kommutativitit: A oB =B o A fir o € {A,V}

e Assoziativitit: Ao (BoC)=(AoB)oCfiroe{A V}
e Adjunktivititt AN (AVB)=A,AV(AAB)=A

e Nullelement: AAO0=0,AV0=A

e Einselementt ANAT1=A,AVI1=1

(1.5-2) QUANTENLOGIK (BIRKHOFF/VON NEUMANN 1936)

Definition.
—A, sprich ,,nicht A“ oder ,Komplement (Gegenteil) von A*.

Es sind dquivalent

e ein physikalisches Systems erfiillt nach einer gewissen Praparation mit
Wahrscheinlichkeit 1 (0) die Aussage A

e das System erfiillt bei gleicher Priparation mit Wahrscheinlichkeit O (1) die
Aussage —A

Ereignisse bilden komplementdren Verband
e ~(—A)=A
e AN-A =0, AV-A=1




(1.5-3) QUANTENLOGIK (BIRKHOFF/VON NEUMANN 1936)

Klassische Logik

Ereignisse bilden distributiven Verband, also Boole’sche Algebra
e AN(BVC)=(AAB)V(AANC)
e A V(BAC)=(AVB)A(AVC(C)

Diese Distributivitat ist in der Quantentheorie schlicht falsch.

Beispiel: (Stern-Gerlach-Experiment) A = | T), "A =1 ]), B =| =)
Aus Inkompatibilitit von A und B folgt
e BA(AV-A)=BA1=|-)

e  BAA)V(BA—-A)=0
—_——— ——
=0 =0

(1.5-4) QUANTENLOGIK (BIRKHOFF/VON NEUMANN 1936)

Modularer Verband

Es gilt in der Quantentheorie das schwichere Modularititsgesetz

A+ C hat zur Folge,daB AV (BAC) = (AV B)AC.

Motivation

e Aus A Cfolgt AF(AVB)AC.Esgiltstets BACH (AVB)AC.

Also ohne jedes weitere Gesetz:

A F C hat zur Folge,daB AV (BAC)+ (AV B)AC.

e Gleichheit folgt aus Wunsch nach ,komplett zufilligen Zustand*




(1.5-5) QUANTENLOGIK (BIRKHOFF/VON NEUMANN 1936)

Komplett zufdlliger Zustand

Wahrscheinlichkeitsverteilung d auf den Ereignissen, so daB alle Ergebnisse gleich
wahrscheinlich sind. Ein solches d erfullt zumindest:

e« AFB,A+£B— d(A) < d(B)
e d(A)+d(B)=d(AAB)+d(AVB)

Fortflihrung der Motivation des Modularitdtsgesetzes

Aus den Eigenschaften von d und den Verbandsgesetzen folgt
d(AV(BAC))=d((AVB)AC).

Dawir AV (BAC)F (AV B) A C bereits gezeigt haben, muB3 wegen der ersten

Eigenschaft von d sogar Gleichheit gelten, also das Modularititsgesetz.

(1.5-6) QUANTENLOGIK (BIRKHOFF/VON NEUMANN 1936)

Quantenereignisse bilden einen irreduziblen Verband

Das bedeutet, es gibt keine neutralen Elemente X auBler 0 und 1:

A=(AAX)V(AA—X) VA

Motivation

Zu jedem Ereignis A # 0, 1 gibt es in der Quantentheorie inkompatible Ereignisse
B, d.h. solche fiir die gilt

(AAB)=(AA—B)=0.




(1.6-1) AUFTRITT DES HILBERTRAUMS

Theorem. (diskrete Quantensysteme)

e (Birkhoff/von Neumann 1936)

Ein irreduzibler, modularer, komplementirer Verband ist isomorph zu einer
endlichdimensionalen projektiven Geometrie tiber einem Schiefkorper K mit

involutorischem Antiisomorphismus.

e (Kolmogoroff 1932)

Besitzt diese Geometrie eine lokal kompakte Topologie, beziiglich derer die
Verbandsoperationen stetig sind, so ist K = R, K = C oder K ist der
Schiefkorper der Quaternionen.

(1.6-2) AUFTRITT DES HILBERTRAUMS

Isomorphie zur projektiven Geometrie

Zustandsraum ist Hilbertraum H = (K™, (-, -))

Ereignisse A identifiziert mit Unterraumen U von 'H
e AFB < Ua CUsp
e AF-B = UalUg

o U =Uj,, das orthogonale Komplement von U in ‘H
o Uarp =UaNUg

e Uavp =Ua + Us

o Uy=0




(1.6-3) AUFTRITT DES HILBERTRAUMS

Quantenlogik der Projektoren

PaA ON-Projektion auf Unterraum Ua

e AFB <& PgPa=Pa < PaPg=Pa

e AF—B &= PgPa=0 <= PaPg=0
e« P_p=1-Pa

e Pang =PaPg falls [Pa,Pgl=0

e Pave =Pa+Pg—PaPg  falls [Pa,Pgl=0

¢ Po=0

o Py =1

Definition. A und B heiBen kompatibel, falls [Pa, Pg] = PAPg — PgPa = 0;
anderenfalls inkompatibel.

(1.6-4) AUFTRITT DES HILBERTRAUMS

Welcher Korper ist der ,richtige”?

Zwar sind Quantentheorien tiber den reellen Zahlen und den Quaternionen von
Mathematikern eingehend studiert worden.

In der Beschreibung physikalischer Systeme hat sich allerdings nur K = C bewihrt.

Warum gerade C?
Das liberzeugendste Argument stammt derzeitig von Caves et al. (2000):

Nur fiir C gilt das Quantenanalogon zu einem beriihmten Theorem von de Finetti
in der klassischen Statistik. Dieses Theorem ermaglicht es, dem a priori Begriff der
wPraparation” durch eine a posteriori Statistik Inhalt zu geben.




(1.7-1) VON DER LOGIK ZUR STATISTIK: DICHTEMATRIZEN

Operative Auffassung

Zustand 7t : { Ereignisse } — { Wahrscheinlichkeiten }

Quantenlogik: Ereignisse = Orthogonalprojektionen P : H — H

Nicht-kontextuell
Wahrscheinlichkeit hiangt nur vom Ereignis und nicht vom Kontext der Messung ab
m:P— n(P) €l0,1]
mit den Eigenschaften
e 7(0) =0
o T(I) =1
o i(P + Q) =m(P) + (Q) falls PQ =0, dh. Ap - ~Aq

(1.7-2) VON DER LOGIK ZUR STATISTIK: DICHTEMATRIZEN

Satz von Gleason (1957).

Es sei dim’H > 3. Jeder Zustand 7t wird eindeutig dargestellt durch
mi(P) = tr(pP) (Born’sche Regel)
mit einer Dichtematrix p € M,,:
e pist positiv, (x, px) > 0; also auch hermitesch, pT = p

o trp=1

Elementarer Beweis

Cooke/Keane/Moran 1985; verallgemeinert raffiniert

f:[0,1] — R beschrankt, f(x +y) = f(x) + f(y) = dc:f(x) =cx




(1.7-3) VON DER LOGIK ZUR STATISTIK: DICHTEMATRIZEN

Beispiel
Maximal zufilliger Zustand (thermischer Zustand)
1
Ptherm = —1
n

behandelt alle Elementarereignisse (I1-dimensionale Unterraume) gleich:

1
tr(PehermP) = m dim range P

Bemerkung

Liefert W-Verteilung d aus Motivation des Modularititsgesetzes der Quantenlogik

(1.7-4) VON DER LOGIK ZUR STATISTIK: DICHTEMATRIZEN

Konvexitdat

Zustinde eines Quantensystems, d.h. Dichtematrizen, bilden konvexe Menge
Po, P1 Dichtematrix = Agpo + A1p1 Dichtematrix

fUr7\0,7\1 > 0,7\0 —|—7\1 = 1.

Interpretation

Neue Priparation durch Auswiirfeln der Praparationen fiir py bzw. p; mit
Wahrscheinlichkeiten Ay bzw. A;




(1.8-1) REINE ZUSTANDE: DIE ,,WELLENFUNKTION*

Extremalpunkte

Punkte einer konvexen Menge, welche sich nicht als echte Konvexkombination
anderer Punkte ergeben

Lemma.

p extremale Dichtematrix genau dann, wenn es normierten Vektor 1\ € H gibt mit

p =Pt

e solche Zustinde heiBBen rein, alle anderen gemischt
e 1 € 'H heiBt Wellenfunktion

e 1 eindeutig bis auf Phasenfaktor ¢, ¢ € R

(1.8-2) REINE ZUSTANDE: DIE ,,WELLENFUNKTION*

Beweis des Lemma.

e Spektraldarstellung einer Dichtematrix p:
m m
PZZPk'll)kll)L ZPkZL Wil =1, px>0.
k=1 k=1

e pextremal =— m =1 und p:d)ﬂbx.
° |Stp:‘L|)‘Ll)Jr = AopPo + A1p1 mit 0 < Ag, A7 und Ay + Aq =1,s0

Y =pb =2Ao-pod+Ar-pr11p,

Normierte Vektoren = Extremalpunkte der Kugel in H

A~ pop =1, p1p =1,
Spektraldarstellung  ~ po = p1 = PPT = p.




(1.8-3) REINE ZUSTANDE: DIE ,,WELLENFUNKTION*

Interpretation

Darstellung eines Zustands in der Form

m m
p=) p-bidl, D p=1,p >0
k=1

k=1

entspricht Prdparation der reinen Zustande 1 mit Wahrscheinlichkeit py.

Angabe dieser Daten (py, Py )k reicht zur Beschreibung aus, wir sprechen von der

Praparation eines Ensembles reiner Zustinde.
e reiner Zustand: Ensemble ist eindeutig

e gemischter Zustand: verschiedene Ensemblepréparationen maoglich

(1.8-4) REINE ZUSTANDE: DIE ,,WELLENFUNKTION*

Lemma (Test mit sicherem Ausgang).

System sei im Zustand p pripariert, so daB das Ereignis P = " sicher ist,
tr(pP) =1.

Dann gilt p = P, das System befindet sich im reinen Zustand 1.

Beweis. Es gilt
1 =tr(pP) = (Y, p).

Damit gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
(b, p)] < [[b[[ - [pb]] <1

~ PP =1,
Spektraldarstellung ~ p = Ynp’ = P.




(1.9-1) TESTS ALS PRAPARATION

Maximaler Test

Alternativen {1, ..., n} mit der Aussagenlogik
AtV...VA, =1, Ai A5 1#5, A; #0,

also
P1+...+ P, =1, PiP; =0, i #j, P; # 0.

Da n maximal:
P; = eje! fiir ON-Basis e1, ..., en.

o Auswahl des Testergebnis j prapariert Zustand p; = P;, da weiterer Test sicher
das Ergebnis j lieferte

e Eintritt des Testergebnis j mit Wahrscheinlichkeit tr(pP;)

(1.9-2) TESTS ALS PRAPARATION
Fazit

Test liefert gemischten Zustand
p/ = Ztr(ij) . Pj = ZP)pP]
j j

In Basisdarstellung der Matrizen bzgl. ,, Testbasis” e, ..., e, kurz:

P11
p = '.. :d|agp

Pnn

,»Test-Operator p — p’ ist affin, positiv, spurerhaltend, irreversibel und

stochastisch : Ptherm = Ptherm-




(1.9-3) TESTS ALS PRAPARATION

Beispiel: Qubit (2-Level-Quantensystem) im reinen Zustand
b =oeo+per, o +IBIF =1,

bzgl. Rechenbasis (computational basis) e, e1. Dichtematrix:

o — bt — x .{& B]: o op

B ap B
Testergebnis bzgl. Rechenbasis:
o 0
o' = L| = lal?ecel +IBlPere]
0 IBl

2 2
Interpretation: Test — Qubit=Gemisch aus |1O<C)|o % a0, ‘160‘0 % a1

(1.10-1) OBSERVABLE, HEISENBERG’SCHE UNBESTIMMTHEITSRELATION

Messung

verkniipft Ereignis P; = e; e}L eines maximalen Tests mit MeBergebnis «; € R.

Kodierung einer Messung
A= Z OC]' Pj
j

Spektralzerlegung einer hermiteschen Matrix (Observable) A

Erwartungswert einer Messung im Zustand p

(A)=> o5 tr(pP;)  =tr(pA)

Wahrscheinlichkeit
der Messung von o;




(1.10-2) OBSERVABLE, HEISENBERG’SCHE UNBESTIMMTHEITSRELATION

Inkompatibilitat: Messungen der Observablen A und B sind in Teilen inkompatibel,
wenn A und B nicht in der gleichen Basis diagonalisieren:

[A,B] = AB — BA #£0

Satz (Heisenberg’sche Unbestimmtheitsrelation, 1925).
A(A)A(B) > (IA, B])/2.
A(A) = (A%) — (A)? = Varianz der Messung der Observablen A.

Beweis: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung...

Interpretation

Aussage liber die Statistik der Messungen an einer groBen Anzahl von
Praparationen ein und des gleichen Zustands; nicht liber die Genauigkeit einer
einzelnen Messung. Wegen Inkompatibilitat erfolgt Messung von A an einigen
Systemen, Messung von B an anderen.

(1.11-1) TENSORPRODUKTE

Zusammengesetzte Quantensysteme

m-Level-Quantensystem in H,;, und n-Level Quantensystem in H,, bilden
zusammen betrachtet ein weiteres Quantensystem

Maximaler Test
Tests in H, bzgl. Basis e1,...,em und in Hy bzgl. fq,...

~ mogliche Ergebnisse (1,j),i=1:m,j=1:n.

Zusammengesetzter Zustandsraum = Tensorprodukt

Him ® Hn, Dimension=m-n

Basisvektoren: formale Symbole e; ® fj,i=1:m,j=1:n




(1.11-2) TENSORPRODUKTE

Tensorprodukt von Vektoren: Bilineare Fortsetzung von (ei, f;j) — e; ® fj zu

X :Hm X Hn — Hm @ Hn

u = E uiei,v = E \)jfj UKV = E uivj-ei®f]-
i j

)

Das allgemeine Element in H,, @ Hn,

ZWU €i®fj = Z (Zwijei> ®fj = Zei@) ZWijfj
ij i i j

j

=Y w®vi,  {ug)oder (v Basis
1

(1.11-3) TENSORPRODUKTE

Skalarprodukt auf Hy & Hn
<LL®V,W 029 Z> = <LL,W> ) <\),Z>

sesquilinear fortgesetzt

Tensorprodukte von Matrizen
Mm,n 029 Mk,l - E(Hn 029 HlyHm 029 Hk)

mit
(A®B)(u®v)=(Au) ® (Bv)

bilinear fortgesetzt




(1.11-4) TENSORPRODUKTE

Satz von der Schmidt’schen Zerlegung (1906).
Fir w € Hy, ® Hy, gibt es ON-Systeme {e;} in H,, und {fi} in H,,, so daB
K K
w:ZAiei@)fi, [w]|? :ZMZ.
i=1 i=1
Dabei sind invariant fiir alle solchen Zerlegungen:
e A\; > 0 Schmidt’schen Koeffizienten

e Kk Schmidt’sche Zahl

Definition. k > 1, so heiflt w verschrankt (engl. entangled).

(1.11-5) TENSORPRODUKTE

Beweis.

Seien e{ und f; irgendwelche ON-Basen von H, bzw. H,,.
w = ZWU e{ ®f)/
i

Singuldrwert-Zerlegung ULV der Matrix (wy;)i; mit U, V unitir und
Y =diag(A1,...), A >0, liefert

w = Z Ui AkVjk ef @ T = Z Ak (Z uike{) ® Zvjkfj/ )
K i R ’

ijk

-

~"

:ek :fk

ex (fx) Spaltenvektoren der unitiren Matrix U (V) ~ ON-System.

Die Invarianz zeigen wir spater mit einer anderen Technik.




(1.11-6) TENSORPRODUKTE

Identifizierung mit Matrizen

Kanonischer Isomorphismus
vec: M n — Him @ Hn

(W:L]' )ij — Z Wij € & f]‘

ij
bzw. basisfrei

mat = vec ' : Hy @ Hp — M n

E ui®vi»—>g uiviT
i i

Beispiel: Matrixgleichung

AXB=C < (A®B")vecX =vecC

(1.11-7) TENSORPRODUKTE

Kronecker-Tensorprodukt (Zehfu3 1858)

Dimensionsgleichheit ~

Hm & Hn = Hm-n» Mm,n X Mk,l = Mm.k,n-l-

Wihle feste Beziehung fiir eine konkrete Basis:

ei®e]-:e(i_1)n+j, 1:1m,):1n

Liefert generelle Blockstruktur: A € My n, B € My 1

anB - amB

AR®B= € Mm~k,n-1-

am]B cc amnB




(1.11-8) TENSORPRODUKTE

Dimension = Zweierpotenz

m + n Qubits: Hom @ Hon = Hom+n

Index der Basen: Binarzahl 0:2™ —1,0:2™ — 1 bzw. 0: 2™*™ — 1
Kronecker-Tensorprodukt

es ey = e ¢, oder kurz s)|t) = [s.t),
s.t Verkettung der Bindrzahlen s und t ~ fiihrende Ziffern links

Beispiel
100101)[100) = [00101100)

(1.12-1) TEIL- UND ANCILLA-SYSTEME

p Dichtematrix eines Zustands auf Ha ® Hg

Tests im Teilsystem A:  Zustand 715 auf Ha

7ia(P) =tr(p(P®1I)).

Explizite Formel fiir zugehorige Dichtematrix auf H A
A (P) = tr(paP), pa =trg(p)
mit dem partiellen Spuroperator

trg : L(HA @ Hg) — L(HA)

PA ® P — PA - tr(pp), linear fortgesetzt

Teilsystem B wurde ausgespurt (engl. to trace out)




(1.12-2) TEIL- UND ANCILLA-SYSTEME

Lemma.

Statistische Unabhdngigkeit

tr(trg (p)Pa) - tr(tra(p)Pp) = tr(p(PaA ® Pg))

Unabhdngigkeit von Messung @ : pg — pg im Teilsystem B

trg(p) =trg((I ® Op)p)

Interpretation

Es gibt keinen Test im System A, mit welchem festgestellt werden konnte, dal3 im

System B etwas gemessen wurde.

(1.12-3) TEIL- UND ANCILLA-SYSTEME

The Church of the Larger Hilbert Space
— John Smolin, IBM

Prinzip der Erweiterbarkeit

System A ist mit Hilfe eines Ancilla-Systems B Teil eines erweiterten Systems

Anwendung

Ha = H> Qubit, Ancilla Hg = Hp, n > 2.

Zustinde 7tA und 7t liefern (statistische Unabhiangigkeit) Zustand 7t auf Ha ® Hp

(P ® Q) =ma(P) - e (Q)

Satz von Gleason ~ Dichtematrix p

mA(P) - e (Q) = tr(p(P ® Q)).

Also ist im erweiterbaren Fall der Satz von Gleason ist auch fiir Qubits giiltig

maA(P) =tr(trg(p)P)  und  mp(Q) =tr(tra(p)Q)




(1.12-4) TEIL- UND ANCILLA-SYSTEME
Ausspuren reiner Zustdnde
Schmidt’sche Zerlegung eines reinen Zustandes in Ha ® Hp
K K
=) Me®fi, Y M=1, A >0
i=1 i=1
liefert wegen tr(fif;r) = ijfi = 01; Spektralzerlegung der partiellen Spuren

p= ‘l])ll)T = Z }\17\]' €i€;r & flf;r Y trg(p) = ZA% eieir
i=1

=1

Hieraus folgt Invarianz der Schmidt’schen Koeffizienten und Zahl.

Fazit

Partielle Information liber verschrinkte reine Zustinde liefert gemischte Zustinde

(1.12-5) TEIL- UND ANCILLA-SYSTEME

Umkehrung

(Gemischter) Zustand pa eines Systems A ist partielle Spur eines reinen Zustands

Dieser ProzeB heiB3t Purifizierung:
|. Spektralzerlegung pa = Y . A? eiei

2. definiere mit Ancilla-System B = A

1|)ZZ7\1€1®61 € Ha @ Hp

3. es gilt nach Ausspuren

pa = trg (W)




(1.13-1) SUPEROPERATOREN

Frage
In welcher Form konnen Quantenzustinde manipuliert werden?

Oder, wie muB ein Superoperator p — p’ beschaffen sein?

e Konsistenz mit der Wahrscheinlichkeitsstruktur

P = Aopo + A1p1 durch Auswiirfeln der Zustinde po,p1
— p’ durch entsprechendes Auswiirfeln der Zustinde pj,p:

p' =Aopgy + A1pP] ~ Superoperatoren sind affin

e Konsistenz mit der Zustandsstruktur

Dichtematrizen werden auf Dichtematrizen abgebildet

(1.13-2) SUPEROPERATOREN

Jede Matrix ist Linearkombination von Dichtematrizen ~

Superoperator eindeutig fortsetzbar zu einer Abbildung
O: M, - My,
mit den Eigenschaften
e linear
e positiv: ®(A) >0 fir A > 0 (in Worten: A positiv semidefinit)

e spurerhaltend: tr(®(A)) =tr(A)




(1.13-3) SUPEROPERATOREN

VolIstdndige Positivitdt

Prinzip der Erweiterbarkeit ~ mit ® : M, — M, ist auch
PRI My @M, - M, @M,

Superoperator, also positiv fiir jedes p > 0.
Solche Operatoren heif3en vollstandig positiv.

Beispiel
Transposition p — p '
e positiv und spurerhaltend

e nicht vollstandig positiv, also kein Superoperator

(1.13-4) SUPEROPERATOREN

Theorem (Kraus 1971, Choi 1975)
Es sind dquivalent
e ®: M, — M,, vollstindig positiver, linearer Operator

e AIN<n-m, Vq,...,Vn € My n mit
N
D(A) = Z ViAViT, A€ My (Kraus’sche Darstellung)
i=1
Zusdtze

e O spurerhaltend — ) . V;jVi =1
e O stochastisch <<= ) . ViVj =1




(1.13-5) SUPEROPERATOREN

Beweis (M.-D. Choi 1975)

Beweis der Zusdatze
|. Einsetzen von A = I in Kraus-Darstellung ~ Bedingung flir Stochastizitat

2. Spur invariant gegen zyklische Vertauschung ~ Bedingung flir Spurerhaltung

tr(A) =tr(@(A)) = ) tr(VIAV]) =) tr(V]V;A)

= tr ((Zvjvi> A) . A€My,

= I=) Viv

(1.13-6) SUPEROPERATOREN

Fortsetzung des Beweises

3. Hilfsresultat
— sei e; ON-Basis von H,,, Ei = eie].T Basis von M,
— dann giltin M, ® My, fiir V.e My, n
D (VE4VH @ Eij = vec(V) - vec(V)!
)

Beweis des Hilfsresultats

D (VEyV) @ By =Y (VE4V e (E)ssr
Y Ts,1's’ Y

- (VESS/VT)TT/ - Vrs\_/r’s’
= (vec(V) 'VeC(V)T)rs,Ws’




(1.13-7) SUPEROPERATOREN

Fortsetzung des Beweises (Hauptresultate)

4. E:Zij Eij ®Eij >0 (O I)(E) :Z (D(Eij)@)Eij >0

ij
5. Somit gibt es N < n - m Vektoren vy, = vec(Vy) € Hin ® Hyn mit

N N
(O ®I)(E) = kav]T< = Z vec(Vy) - vec( V)T
k=1 k=1

6. Hilfssatz macht daraus
N

(@eDE) =Y Y (WEyV]) ®Ey

ij k=1

7. Koeffizientenvergleich mit 4. zeigt

N N
O(Ey) =) VkEyV, ~ ®A)=) VAV
k=1 k=1

(1.13-8) SUPEROPERATOREN

Korollar

Es sind dquivalent
e Superoperator @ : M,;, — M,,, ist invertierbar (reversibel)

e 1. = m und es gibt unitiren Operator U € M,, mit

®(A)=UAU",  AeM,.

Bemerkung
Quantensysteme, welche sich reversibel veriandern, heiBen geschlossen.

Alle anderen heiBBen offen.




(1.13-9) SUPEROPERATOREN

Beweis (B. 2001)

® und @~ besitzen beide Kraus’sche Darstellung

O (A) =) WiAW[,  @(A)=) VAV].
k 1
Mit E = Zij Eij ® Eij gilt

Z Bij ® By = (@ '@ D(@®I)(E) = Z Z(WkVLEijVLTWl) ® By,
Y ij Kkl
also mit dem Hilfsresultat (1.13-6)

vec(I) vec()T = Z vec(Wi V) vec(Wi V1.
Kl

(1.13-10) SUPEROPERATOREN

Beweis des Korollars — Fortsetzung

Extremaleigenschaft von Rang-1-Matrizen (vgl. (1.8-1)) ~
Wi Vi = o], xi € C.

Nicht alle oy =0 ~ o.E. ot11 # 0, Vj = o151 /11 und daher

®(A) = UAUT, u=

Spurerhaltung ~

2
Vivy =ufy,

061]'
X11

(=) Vivi=2_
j j

d.h. U ist unitar.




(1.13-11) SUPEROPERATOREN

Theorem (Kraus 1983)

Zu jedem Superoperator @ : M,, — M,, gibt es einen Zustand pe,y in einem
Ancilla-System (Environment) He,, und einen unitiren Operator U auf Hy ® Heny
mit

D(p) = treny (U(p ® peny)UT) .

Interpretation

Jede Operation innerhalb eines beliebigen Quantensystems kann als partielle

Information der Veranderung eines geschlossenen Systems gedeutet werden.
Fazit

Wir konnen uns auf unitdre Operationen und partielle Spuren beschranken. Als

Schnittstelle zur klassischen Information werden wir auch Messungen einbeziehen.

(1.13-12) SUPEROPERATOREN

Beweis

D(A) =Y 1L, VkAV] A Hen = Hn mit ON-Basis e;.

Setze

U(ll) 02 1l)env) - Z(Vkll)) X €x, 1-l)env S Henv be“ebig
k

Operation unitir fortgesetzbar wegen
<u1l) X 1benv» UCI) & ll)env> - Z(lel)) de)> : <e]' y ek> - <Z V]Jivk 1I)) (b>
ik M k
Mit Pery = wenvxplnv gilt also wegen tr(e; elt) = djk

Ulp @ pen)UT =) (VipVD) ®esel,  ~ tren(---) =D VipV].
Tk .




(1.13-13) SUPEROPERATOREN

Lemma
p Zustand eines Quantensystems in Ha ® Hg.
@ A Superoperator auf Ha, @p auf Hpg.

Es gilt
trg((Pa ® Op)p) = Oa(tre(p)).

Beweis

Es reicht, das Resultat fiir p = pa ® pp zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt durch
lineare Fortsetzung.

trg((PaA ® Pg)(pa ® pg)) = Dalpa) tr(Pp(ps))
= Da(pa)tr(pp) = Pa(tre(pa ® pB)).

Interpretation

Verianderungen auBerhalb eines Teilsystems sind innerhalb des Teilsystems
grundsitzlich nicht feststellbar.

(1.14-1) SCHRODINGER-GLEICHUNG

Reversible Verdnderung reiner Zustdnde
p = PP’ mit Wellenfunktion \, U unitir ~

p’ =UpU" = U Ut =p'pf,
mit der verindertern Wellenfunktion

v = U,

Quantendynamik geschlossener Systeme

ein-parametrige Gruppe U(t) unitirer Operatoren
U(t)U(s) = Ut +s).

Evolution eines reinen Zustands 1y gemal




(1.14-2) SCHRODINGER-GLEICHUNG

Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen: U (t) glatt ~
Wp(t) =Hp(t),  H=1il(0),

die Schrodinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator H.

Lemma. Der Hamilton-Operator ist eine Observable.

Beweis

Differentiation der Unitarititsbeziehung I = U (t)U(t)T liefert

0=U(t)- U +umuw?i|,_, =uo)+uf(o),

t=0

d.h. U(0) schief-hermitesch ~ H = ill(0) hermitesch.

Bemerkung

Die Eigenwerte von H heilen Energie-Niveaus des Systems.

(1.15-1) BEISPIELE VON OPERATIONEN AUF QUBITS

Gesucht

Reversible Operationen auf Qubits, welche auch Observable sind, d.h.

U : 'H> — H> unitir und hermitesch.

Lemma. U = +1 oder
U=oaX+pY+vZ, x, B,y € R, o? +BE4+vy2 =1,

mit den Pauli-Matrizen

X: y Y:
10 i 0 0 —I

Beweis. Ubung.




(1.15-2) BEISPIELE VON OPERATIONEN AUF QUBITS

X verallgemeinert logisches nicht auf Qubit:

X|0) =[1),  X[1) =0).

Kommutatoren: [X,Y| =217, [Y,Z] =2i X, [Z,X] =21Y

Tests bzgl. der jeweiligen Eigenraume sind also inkompatibel.
Antikommutatoren: {X,Y} ={Y,Z} ={Z,X} =0.

Spektralzerlegungen
= [0){0] — [1){1
Y=l = B = (0 ), )= (00— i)
1

X=IT( = 1AL, )= %(|0>+|1>)» 1) = (|0>—|1>)

%\

(1.15-3) BEISPIELE VON OPERATIONEN AUF QUBITS

50/50-Strahlteiler (beam splitter)

z.B. halbdurchlassiger Spiegel fiir Photonen, eintreffend von oben bzw. unten

werden sie mit 50%-VVahrscheinlichkeit gespiegelt oder durchgelassen.

Zeilinger (Am. J. Phys. 49, 882, 1981):

im selbstreversiblen Fall bei geeigneter Basiswahl beschrieben durch die
Hadamard-Transformation

1 1

1
H=—
V2 1 -1

(X + Z).

&\*




(1.15-4) BEISPIELE VON OPERATIONEN AUF QUBITS

Mach-Zehnder Interferometer

Wegen H? = I verliBt ein von oben bzw. unten eintreffendes Teilchen das
Interferometer sicher wieder nach oben bzw. unten.

Es ist aber nicht feststellbar, welchen Weg es zwischendurch genommen hat.

(1.16-1) EPR-PAARE UND VERSCHRANKUNG

ON-Basis auf Zustandsraum Ha ® Hg = H, ® H> zweier Qubits:
100) + [11) _101) +110)
\/z y 01 \/z )
" _|00) —[11) _|01) —110)
10 —\/z , 11 —\/Z .
Bell’sche Zustande (Bell 1964) bzw. EPR-Paare (Einstein/Podolsky/Rosen
1935).

Yoo =

Darstellung ist Schmidt’sche Zerlegung mit
e Schmidt’scher Zahl k = 2
e Schmidt’schen Koeffizienten 1/v/2 ~  Zustinde sind maximal verschrénkt

Dichteoperatoren pi; = 1])1)-1])1]. erfiillen nach (1.12-4)

tra ( P1ij ) = Ptherm, trs (pij ) = Ptherm-




(1.16-2) EPR-PAARE UND VERSCHRANKUNG

Beobachtung
(X ® X)Npoo = w =1oo,
2 .2
(Y& Voo = LD HT0

V2

also ist oo Linearkombination der Eigenvektoren |TT) und || |) bzw. [+-) und |-+).

Tatsachlich gilt sogar

_IM AL _ B+

V2 V2

Poo

(1.16-3) EPR-PAARE UND VERSCHRANKUNG

Das Einstein-Podolsky-Rosen-,Paradoxon® (1935)

e A unbd B sind sehr weit auseinander un teilen EPR-Paar 1\

e A und B fiihren unabhingige Messungen an ihrem Teilchen des Paars aus

Ergebnisse sind etwa:

Messung(A) | Z | Z | X | Z | Z | Y | Z\|Z|Y |Z|Z |X
Ergebnis(A) | O [ 1 | T |[O [O |+ |1 [0 |—=1]1/|1]]
Messung(B) | Z | X | X | Z | Z|Y | Z2|Y | X |Z]|Z]|X
ErgebnisB) O [ L | T |0 |O | = (1T [+ |0l |11 /|4

Beobachtung

Perfekte Korrelation der Ergebnisse im Falle der gleichen Wahl einer Messung.




(1.16-4) EPR-PAARE UND VERSCHRANKUNG

Was soll paradox sein?

Argumentation von Einstein, Podolsky und Rosen:

o Lokalitat
Messung in B kann System A nicht beeinflussen, keine ,;spukhafte Fernwirkung'
(Einstein)

o Realitit

wenn B | Eigenschaft” fiir System A voraussagen kann (z.B. wenn A Z misst,
kommt O heraus), muss dem ,,Element der Realitat" im System A entsprechen

quantenmechanisch inkompatible Aussagen konnen so simultan Realitit werden
(z.B. in der 2. Messung: 1 und ).

Fazit von Einstein/Podolsky/Rosen

Quantentheorie ist ,,unvollstindige” Beschreibung der Realitit.
Es muf3 ,,verborgene Parameter* geben.

(1.16-5) EPR-PAARE UND VERSCHRANKUNG

Bell'sche Ungleichung (1964)

Lokaler Realismus und Quantentheorie sagen fiir ein bestimmtes (schematisches)

Experiment verschieden starke Korrelationen voraus.

Quantenoptisches Experiment von Aspect (1982)

Quantentheorie ist bestitigt, lokaler Realismus widerlegt

Heutzutage (wenigstens) zwei Schulen:

e Realisten

sprechen weiter von ,Eigenschaften, lassen Nichtlokalitdt (Fernwirkung) zu.

e Korrelationisten

Quantentheorie macht Aussagen liber Messungen und statistische
Korrelationen, nicht iiber reale ,,Eigenschaften von Einzelsystemen




(1.17-1) ANWENDUNG: SUPERDENSE CODING

Frage

Kann Alice zwei klassische Bits an Bob libertragen, indem sie ein Qubit verschickt?

Antwort |

Nicht ohne weiteres, da mit einem einzelnen Qubit nur ein klassisches Bit an
Information zuverlassig tibertragen werden kann (Holevo-Schranke 1973).

Antwort 2

Ja, wenn Alice und Bob vorab ein EPR-Paar geteilt haben (Bennett/Wiesner 1992).

Fazit

EPR-Paare sind heute technologische Resource, kein philosophisches Mysterium.

(1.17-2) ANWENDUNG: SUPERDENSE CODING

Auf der einfachen Beobachtung

(ZP'XP2 @ I)1Poo = Vg, p,» B1,B2 €1{0,1}

basiert das Protokoll des Superdense Coding:
|. Alice und Bob teilen das EPR-Paar oo

viel spater...
2. Alice unterwirft ihr Teilchen der Operation ZP1XP2
3. Alice schickt ihr Teilchen an Bob

4. Bob misst Teilchenpaar in Bell’scher Basis und erhilt die Bits 31, 32 mit
W-keit 1

Experimentell bestitigt durch Mattle/VWeinfurter/Kwiat/Zeilinger 1996 in
Innsbruck.




(2.1-1) SCHALTKREISMODELL KLASSISCHER COMPUTER

Das Bit

Wertebereich ist Restklassenkorper

{0, 1} = {gerade, ungerade} = 7Z,

e Multiplikation = logisches und
AND :Z> X Zy — Z>, (x,y)— xy =x AND y
e Addition = logisches exklusives oder
XOR:Zoy X Zy —Zy, (Xx,y —m,x+y=xPy=xXORY

e Negation
NOT:Zy — Zy, XrH—X=—x=NOTX

(2.1-2) SCHALTKREISMODELL KLASSISCHER COMPUTER

Elementare Gatter

o jede Leitung = ein Bit

e azyklischer Graph ~ links/rechts = vorher/nachher




(2.1-3) SCHALTKREISMODELL KLASSISCHER COMPUTER

Beispiel

Addierwerk (Half-adder und full-adder)

@ = XOR = Addition auf Z, = {0, 1}

(2.1-4) SCHALTKREISMODELL KLASSISCHER COMPUTER

Universalitiatssatz

Jedes f: {0, 1}™ — {0, 1}™ realisierbar aus folgenden ,,Bauteilen‘:

e Leitungen

Ancilla-Bits:  Hilfsbits, ,prapariert” als 0 oder 1

FANOUT: kopiert ein Bit auf zwei

CROSSOVER oder SWAP: vertauscht zwei Bits

elementare Gatter: AND, XOR und NOT




(2.1-5) SCHALTKREISMODELL KLASSISCHER COMPUTER

Beweis

O.E. m = 1, d.h. Boole’sche Funktion. Induktion nach n.

n=1: Moglichkeiten fiir f : {0, 1} — {0, 1}
I. f ldentitdt: eine Leitung
2. f vertauscht 0 und 1: NOT-Gatter
3. f=0:f(x) =x-0
4. f=1:f(x) =—(x-0)

n—-n-+1: Definiere zwei n-Bit-Funktionen

folx1,...,xn) =f(0,%1,...,%n), fr(x1,...,xn) = f(1,%x1,...

(2.1-6) SCHALTKREISMODELL KLASSISCHER COMPUTER

Beweis — Fortsetzung

Bemerkung

NAND-Gatter statt {AND, XOR, NOT} reicht.




(2.2-1) KOMPLEXITATSKLASSEN

Entscheidungsprobleme

Besitzt Zeichenkette x Eigenschaft £?

Formalisierung: Auswertung einer Boole’schen Funktion f
e {0,1}* ={x : endliche Zeichenkette aus den Zeichen 0 und 1}
o f:{0,1}* —{0,1}
o L={x:f(x)=1}

Beispiele
(A) Ist die Zahl x prim?
(B) Hat der durch x codierte Graph einen Hamilton’schen Kreis?

(C) Halt das durch x reprisentierte C-Programm an?

(2.2-2) KOMPLEXITATSKLASSEN

Universalititssatz liefert Familie {C,, };, von Schaltkreisen mit

x € {0,1}" der Lange n — C,,(x) = f(x).

Aber (Turing 1936)
Halteproblem (C) ist unentscheidbar, d.h. f nicht berechenbar.

Also ist C;, nicht algorithmisch angebbar.

Forderung

Algorithmus (z.B. auf Turing-Maschine), welcher ,,den Schaltkreis zeichnet",
n— Cq.

M Schaltkreise aquivalentes Modell der Berechenbarkeit




(2.2-3) KOMPLEXITATSKLASSEN

Uniforme Familien von Schaltkreisen

Turing-Maschine fir n — C,, hat polynomielle Laufzeit in n.

Komplexitatsklassen flir Entscheidungsprobleme

o P

Zeitbedarf wichst polynomiell in n

e NP

es gibt Zertifikat fiir Antwort ,Ja“, in polynomieller Laufzeit Gberpriifbar

e PSPACE

Speicherbedarf wichst polynomiell in n

(2.2-4) KOMPLEXITATSKLASSEN

Randomisierung (probabilistische Maschine)

ausgewahlte Ancilla-Bits aus ,,Wurf einer fairen Miinze" prapariert

Komplexitatsklasse
e BPP

polynomielle probabilistische Maschine entscheidet mit

Irrtumswahrscheinlichkeit < 1/4

Chernoff’sche Schranke

n-fache Wiederholung und ,,Mehrheitsentscheid*

Irrtumswahrscheinlichkeit < e /3




(2.2-5) KOMPLEXITATSKLASSEN

Hierarchie
P C NP C PSPACE, P C BPP C PSPACE

Beispiele
e Problem (A) in P (Agrawal/Kayal/Saxena 2002)

e Problem (B) ist NP-vollstdndig (Karp 1972), d.h.
- Be NP
-BecP = P=NP

nur Algorithmen exponentieller Laufzeit bekannt

Offene Probleme

Ist irgendeine der obigen Inklusionen eine Gleichheit? PLNP

2
Wie verhilt sich BPP zu NP? BPP C NP

(2.3-1) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Beobachtung

elementare Gatter AND, XOR, NAND, etc. sind irreversibel

Frage

Ist reversibles Rechnen moglich?

Motivation

e Landauers Prinzip (1961)
— reversible Manipulation benétigt prinzipiell keine Energie
— Ldschen eines Bits = Energieabgabe an Umgebung (> kg T In 2)

e Superoperatoren = unitire Operatoren und partielle Spur
= reversible Manipulation und ,L6schen” von Information




INFORMATION IS PHYSICAL

Aus: R. Landauer, Information is Physical, Physics Today, May 1991, 23-29

(2.3-2) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Reversible Gatter:  f:{0,1}™ — {0, 1}™ bijektiv

Beispiele
e n=1:NOT

e N = 2: CNOT (controlled NOT)

Zwei aquivalente Beschreibungen:
(0,a) — (0,a), (1,a) — (1,—a), bzw. (c,a)— (c,c® a).

Das Gatter CNOT hei3t deswegen auch reversibles XOR.




(2.3-3) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

n=23:
e FREDKIN oder controlled SWAP:

(O)a)b)H(O)a)b)) (1’a)b)H(1)b)a)'

e TOFFOLI oder controlled CNOT:

(2.3-4) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Dissipationsfreier Billardball-Computer

Fredkin/Toffoli, Internat. J. Theoret. Phys. 21(3/4), 219-253 (1982)

Implementierung des FREDKIN-Gatters nach Feynman/Ressler

1 =,Ball, 0 =, kein Ball




(2.3-5) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Universalitatssatz

Das FREDKIN-Gatter ist universell.

D.h, f:{0,1}™ — {0, T} mit Hilfe von Ancilla- und Garbage-Bits in der Form
(x,a) — (f(x), g(x))

als reversibler Schaltkreis aus folgenden ,,Bauteilen” darstellbar:

e Leitungen

e FREDKIN-Gatter

Bemerkung

Der gleiche Satz gilt fiir das Toffoli-Gatter.

Fazit

Billard-Computer ist universeller dissipationsfreier Computer

(2.3-6) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Beweis

Anwendung des FREDKIN-Gatters liefert
e AND: (x,y,0) — (x,Xy,xy)
e FANOUT, NOT: (x,0,1) — (x,x,X)
e SWAP: (1,x,y) — (1,y,x)

Satz folgt nun aus Universalitit von NAND, SWAP und FANOUT.

Bemerkung
Es gibt kein universelles reversibles Gatter auf n = 2 Bits.

Beweisidee: reversible Gatter auf n = 2 Bits sind linear tiber Z,.




(2.3-7) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Problem

Garbage-Bits
e ,miillen” den Speicher zu
e nicht als Ancilla-Bits recyclefihig, da Werte ,,unvorhersehbar*
e zuriicksetzen (I6schen) kostet Energie

Spater Preis fiir Reversibilitat?

Abhilfe
Nutze den Werdegang der Garbage-Bits durch Uncomputation (Bennett 1973)

Zusitzlich zu universellem Gatter wird bendtigt
e NOT: v Ancilla-Bits kdnnen als O prapariert werden

e CNOT: ~ FANOUT ohne Garbage-Bit,

(c,0) = (c,c®0) = (c,c).

(2.3-8) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE
Uncomputation

Schrittweise Anderung des reversiblen Schaltkreises fiir f : {0, 1™ — {0, 1}™:
I. Ausgangspunkt: (x,0) — (f(x), g(x)).
2. Garbage-freier FANOUT: (x,0,0) — (x,x,0) — (x, f(x), g(x)).

3. Weiteres m-Bit Register:
(%,0,0,y) = (x,f(x), g(x),y) — (x,f(x),g(x),y & f(x)).

4. Rickwirtsrechnung vom Schritt 2:

Zusammenfassung

Reversible Standardrealisierung von f

(x,y) = (x,y & f(x))




(2.3-9) REVERSIBLE KLASSISCHE SCHALTKREISE

Komplexitatsklassen

Reversible Standardrealisierung von f ~ keine Anderung von
e P, BPP, NP

falls nur reversible Schaltkreise zugelassen werden.

Bennett (1989), Li/Tromp/Vitanyi (1996/98): entsprechendes gilt fiir
e PSPACE

Bemerkung
Theorie reversibler Schaltkreise ~

erhebliche Fortschritte bei integrierten Schaltkreisen niedriger Leistungsaufnahme
in CMOS-Technologie (Merkle 1993, Younis/Knight 1994).

(2.4-1) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Quantencomputer als Superoperator

U unitar,
P g(p) = treny (U(p @ penV)uT) :

»env'‘ steht fiir die Ancilla-Qubits, im Ergebnis durch partielle Spur ,,geloscht

Quantencomputer als Schaltkreis

Obere Leitungen = Qubits mit hoherwertigen Bits in Indizierung des Tensorprodukts




(2.4-2) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Rechenregeln fiir Quantenschaltkreise

e verschiedene Schreibweisen fiir unabhingige Operationen auf 2 Qubits

[4)
|#)

[¥)
|4")

[¥) @ )

A® B

= [¢¢)

e Tensorprodukt = parallele Ausfiihrung von Gattern

Uy

Us

realisiert LI; ® Uy, € My fir U, Uy € M,

[¥'¢’)

Ahp) @ Blp) = (A @ B)(W) @ |d)) = (A @ B)bd)

(2.4-3) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

e Matrixprodukt = serielle Ausfiihrung von Gattern

Uil U>

realisiert U, - U; € My fir U, U, € My

e durchgezogene ,,Quantenleitung” entspricht Identitat

Us

Un

realisiert U, - (I®@ Uq) € My fur Uy € My, Uy, € My




(2.4-4) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Quantengatter = fester unitirer Operator auf wenigen Qubits

Reversible klassische Gatter als Quantengatter

reversibles (=bijektives) f : {0, 1}™ — {0, 1}™ definiert unitiren Operator
Us : HS™ — HE™, U [x) = [f(x)) fiir x Bitstring der Linge n,

d.h. die zugehorige Permutationsmatrix.

Fazit

Reversible klassische Schaltkreise konnen durch Quantengatter abgebildet werden

Wirkung auf Rechenbasis entspricht klassischer Operation

(2.4-5) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Beispiele
(1 0 0 0]
O 1 0 0
e CNOT: Ulc,x) =[c,cdx), U=
O 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0]
O 0 1 0
e SWAP: Ulx,y)=1y,x), U=
O 1 0 0
0 0 0 1]




(2.4-6) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Beispiele (Gatter auf einem Qubit)

(2.4-7) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Gesteuerte Operationen (,,if . . .then")

C(u) : HEMHD 5 HEED e %) e, US(x))

Rekursiv entsprechend C**1(U) = C(Ck(U)), CT(U) = C(U), d.h.

Ck(U) . |C] - .,Ck,X> — |C1 . .,Ck)uc1-..,-ckx>.

Beispiele

CNOT = C(X), FREDKIN = C(SWAP), TOFFOLI = C%(X)




(2.4-8) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Praparation der Bell’schen Zustdnde

liefert 1y,

Als Gleichung
1|)xy - C(X) : (H & I) : |X»y>-

(2.4-9) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Messung eines Qubits in Rechenbasis

Abbildung Ha — Z

Notation: doppelte Linien = Leitungen fiir klassische Bits

Anwendung

Messung in Bell’scher Basis (invers zur Praparation)

Mit Wahrscheinlichkeit 1
Py — (X,Y).




(2.4-10) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Satz. (Prinzip der impliziten Messung)

Nicht mehr benétigte Qubits konnen, ohne das Verhalten der restlichen Qubits zu

verandern, als gemessen angesehen werden.

Beweis. Folien (1.12-2) und (1.13-13).

Satz. (Prinzip der verschobenen Messung, Griffiths/Niu 1996)

(2.4-11) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

Beweis

Blockstrukturierung des Kronecker-Tensorprodukts

T
Poo P I O
pin — 10 ) C(U) —
P1o P11 0O u

Partielle Spuren (c = Kontroll-Qubit, r = restliche Qubits)

tr(poo) *
tre(Pin) = , tre(Pin) = Poo + P11-

* tr(p11)




(2.4-12) EINFUHRUNG IN QUANTENSCHALTKREISE UND -GATTER

e Messung des Kontroll-Qubits
0 mit Wahrscheinlichkeit tr(poo) ™ pr = poo/ tr(poo)
1 mit Wahrscheinlichkeit tr(p11) ~ pr = p11/tr(p11)

Schaltkreis rechts prapariert also die Ausgabe

P11
tr(p11)

Poo
pout:tr(pOO)’ +tr(p11)'u
tr(poo)

Ut = poo + Upy U,
e Anwendung der gesteuerten U-Operation

P00 pxo uf

C(U) pin C(W)T =
Upro Upq Ut

Schaltkreis links préapariert also die gleiche Ausgabe

Pout = trc(C(u)plnC(u)T) = Poo T+ UanT.

(2.5-1) EINFACHE GLEICHUNGEN FUR QUANTENGATTER

Lemma.

Beweis.

el 1 1

eioc eioc eioc

eioc




(2.5-2) EINFACHE GLEICHUNGEN FUR QUANTENGATTER

Lemma.

Beweis.

Mit dem MATLAB-Paket der Vorlesung:

>> SetBasicGates;
>> C1 = {1

Ctrl(Z)}; Ul = Circuit20perator(C1);
>> C2 = {Ctrl(Z)
1 }; U2 = Circuit20perator(C2);

>> Equal(U1,U2)

ans = true

(2.5-3) EINFACHE GLEICHUNGEN FUR QUANTENGATTER

Lemma.
Beweis.
> Cl =4{H 1 H
H CNOT H}; Ul = Circuit20perator(Cl);
>> C2 = {CNOT
1 }; U2 = Circuit20perator(C2);

>> Equal(U1,U2)

ans = true




(2.5-4) EINFACHE GLEICHUNGEN FUR QUANTENGATTER

Lemma.
Beweis.
> C = {1 CNOT 1
CNOT 1 CNOTZ};
>> U = Circuit20perator(C);

>> Equal (U,SWAP)

ans = true

(2.6-1) QUANTEN-TELEPORTATION

Dual zum Superdense Coding

...wenn Alice und Bob vorher ein EPR-Paar teilen, so kann Alice an Bob mit zwei
klassischen Bits uiber einen klassischen Kommunikationskanal ein Qubit
ubertragen:

,Beam me up, Scotty...”

Fir Alice gilt
e keine Messung des Qubits

e keine Kenntnis der Préaparation des Qubits




(2.6-2) QUANTEN-TELEPORTATION

Schema (Bennett/Brassard/Crépeau/Josza/Peres/Wootters 1993)

Alice: Qubits #| & #2
Bob: Qubit #3

Input:  Qubit #1 =1, Qubits #2 & #3 = Voo
Output: Qubit #3 =1

(2.6-3) QUANTEN-TELEPORTATION

Aquivalenter Schaltkreis nach ,Prinzip der verschobenen Messung*

Satz.

Fir U Teleportationsschaltkreis und poo = 1])001|)(T)O gilt

traiice (LL(p @ poo)UT) = p.




(2.6-4) QUANTEN-TELEPORTATION

Beweis.

Wegen Linearitit des zugehorigen Superoperators reicht es, Gleichheit fiir eine
Basis {p1, p2, P3, P4} von M aus Dichtematrizen zu zeigen.

Wir wahlen p; = 1|)]-1|)JT als reine Zustande mit

1 1
Y1 =10), Y2=[1), Y3 = 7(|0>+|1>) Py = 7(|O> iT1)).
>> psi_in(:,1) = Ket(’°0’);
>> psi_in(:,2) = Ket(’17?);

>> psi_in(:,3)
>> psi_in(:

(Ket(’0’)+ Ket(’1’))/sqrt(2);
(Ket(’0?)+i*xKet(’17))/sqrt(2);

N
g
I

>> psi_00 = (Ket(’00’)+Ket(’11°))/sqrt(2);

(2.6-5) QUANTEN-TELEPORTATION

Beweis—Fortsetzung

>> TELEPORT = Circuit20perator({ 1 H w 1
CNOT w 1 w
W w CX CZ });
>> for j=1:4

[psi_out,p] = TraceOut(...

TELEPORT*Tensor (psi_in(:,j),psi_00),0,2,1);
[psi_out,p] = EnsembleSimplify(psi_out,p);
success = Equal(psi_in(:,j),psi_out);
if isequal(success,’false’), break; end

end
>> success

success = true




(2.6-6) QUANTEN-TELEPORTATION

Experimenteller Nachweis

quantenoptische Experimente

e 4 Teilchen-Experiment (Innsbruck 1997):
Bouwmeester/Pan/Mattle/Eibl/VVeinfurter/Zeilinger

e 2 Teilchen-Experiment (Rom 1998):
Boschi/Branca/De Martini/Hardy/Popescu

Beim Innsbrucker-Experiment fiihrt Bob ZM1 XM2 nicht aus. Die klassische
Kommunikation liefert fir My = M, = 0 nur eine Auswahlanweisung an Bob;
reduzierte Effizienz der Teleportation.

Literatur

Bouwmeester/Ekert/Zeilinger (Hrsg.): The Physics of Quantum Information,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 2000.

(2.7-1) REDUKTION GESTEUERTER GATTER

Wir machen uns auf den Weg zum Universalitatssatz...

Zwischenziel

Gesteuertes Gatter C™(U) € M?(nﬂ), mit |-Qubit-Gatter U € M, ausdriicken
durch CNOT- und |-Qubit-Gatter.

Theorie von Barenco/Bennett/Cleve/DiVincenzo/Margolus/Shor/Sleator/Smolin/Weinfurter (1995)

I. “Schaltbare” Darstellung von U
Lemma.

Fir U € M3 unitir gibt es & € [0, 27t] und unitire Matrizen A, B, C € M;, so da3

U = e"*AXBXC, ABC =1.

Beweis. Einfach, aber technisch. Details im Internet.




(2.7-2) REDUKTION GESTEUERTER GATTER

2. Reduktion von C(U)

Korollar.

C(U) ist durch CNOT- und |-Qubit-Gatter ausdriickbar,

Beweis.

Aus dem Lemma folgt
C(U) = C(e') (I® A) C(X) (1@ B) C(X) (I& C).

Verwende das Resultat aus (2.5-1) fiir C(e'%).

(2.7-3) REDUKTION GESTEUERTER GATTER

3. Reduktion von C2(U) auf C(V)
Wihle V unitir mit V2 = U

Beweis.
Aus VVT = VTV = ] folgt

2 .. .
Ic1c2,%) = [erea, VET (VT)er@eaycay) — lc1c2, Vox)  fiircicy =1

|C1C2,X> fur Ci1C2 =0

= |c1c2, U1 2x).




(2.7-4) REDUKTION GESTEUERTER GATTER

Anwendung auf das TOFFOLI-Gatter C2(X)

EsistZ=S2 A~
X = HZH = HS?H = HSH - HSH = V2, V = HSH.

Also 4Bt sich TOFFOLI = C%(X) durch C(V) und CNOT ausdriicken.

Reduktion von C(V) nach (2.7-2)
Aus S = T2 und T = e"/4XTTX folgt

V=e"* H X.- T .X-TH, ABC=H-T'-TH=H?=1.
—A —B =C

(2.7-5) REDUKTION GESTEUERTER GATTER

Anwendung auf das TOFFOLI-Gatter CZ(X) — Fortsetzung
(2.7-2)

(2.7-6) und etwas ,,Ausputzen”

Bemerkung: Analoge Reduktion nicht moglich fiir klassische reversible
Schaltkreise.




(2.7-6) REDUKTION GESTEUERTER GATTER

4. Reduktion von C™(U) auf TOFFOLI und C(U)

Beispiel n =5

Standardkonstruktion reversibler Schaltkreise inkl. ,,uncomputation® der
Hilfsqubits.

Aufwand: O(n) Gatter

(2.8) ZWEI-LEVEL-GATTER SIND UNIVERSELL

Satz. (Reck/Zeilinger/Bernstein/Bertani 1994)
Unitdre Gatter auf zwei Leveln sind universell.

D.h., jedes unitire U € M5™ I4Bt sich zerlegen als
U=Uj-... Uy, q=2"""12"-1),

U; wirkt nur auf zwei Komponenten der Rechenbasis nicht-trivial.

Beweis.

q Givens-Rotationen ut Yoo ,UE bringen U auf obere Dreiecksgestalt mit positiver
Diagonale (QR-Zerlegung der Numerischen Mathematik...):

uf-...-ul-u=Rr,  dig(R)>0.

U unitdr ~ R unitér, also wegen seiner Struktur R = L.




(2.9-1) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Problem des Universalitdtssatzes (2.8)

Komponenten verschiedener Qubits werden verknipft.

Satz. (DiVincenzo 1995)

Jedes unitire U € Mgzm’ welches nur auf zwei Komponenten der Rechenbasis
nicht-trivial wirkt, 138t sich durch CNOT- und |-Qubit-Gatter realisieren.

Also sind CNOT- und |-Qubit-Gatter universell.

Beweis.

Die zwei Basisvektoren, auf denen Hiille U nicht-trivial wie Ul € M, wirkt, seien

IS) =1S71...5n), Ity = [ty ...tn).

(2.9-2) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Beweis — Fortsetzung.

Hilfsmittel: Gray-Code zur Verbindung von s und t

e Sequenz {go, ..., gm) von Bindrzahlen, go = s, gm =t, so daB g; und gj 1 in
genau einer Binarstelle differieren, m < n.

Idee zur Implementierung von U

l. [go) < 191) & ... < [gm—1)

2. gesteuertes U auf dem Qubit, welches dem Bit entspricht, an dem g, und
gm = t differieren

3. [gm—1) & |gm—2) & ... < |go)

Alle anderen Basisvektoren bleiben jeweils unverdndert.




(2.9-3) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Beweis — Fortsetzung.

Implementierung von [gy) < [gu+1)
gy unterscheide sich von g, ;1 genau im k-ten Bit,

X ) X1 oXe1 XXk 1 -.oxn) falls xg = (g5, # K,

X1 ... Xn) sonst.

~ mehrfach gesteuertes X, nach (2.7) realisierbar durch:

Gatter CNOT, H, T und X.

Bemerkung

X-Gatter wird bendtigt, um Abfrage auf O statt 1 zu erlauben,

(2.9-4) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Beweis — Fortsetzung.

Implementierung von Ul

gm-—1 unterscheide sich von g, genau im k-ten Bit,

X7 . Xn) 1ot Uxicxir - o.oxn) - falls x5 = (gm)j,7 #K,
o Xn

X7 ... %Xn) sonst.

~ mehrfach gesteuertes Ul, nach (2.7) realisierbar durch:
Gatter V, VT, cNOT, H, T und X,

wobei V2 = U zu wibhlen ist.




(2.9-5) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Beispiel

Unitare Matrix in M?g ,

o O O O O O o 0N

—

oS O O o O O

0
0
1
0
0
0
0
0

—_ O O O

o o© o o

- O O O O

S o O

o © == OO O O o o

—_ O O o o O o

S O O O O O O

Wirkt nicht-trivial nur auf den Basisvektoren [000) und [111).

(2.9-6) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Beispiel — Fortsetzung:

Gray-Code

Schaltkreis fur U

- o © o | X

— =2 o O | W




(2.9-7) cNOT- UND |-QUBIT-GATTER SIND UNIVERSELL

Zusammenfassung

fir unitires U € M?“ auf n Qubits i.a.
e Zerlegung in 2-Level-Gatter: O(4™) Gatter
e Gray-Code hat Linge O(n)

e mehrfach gesteuertes X und U benétigt O(n) Gatter

Abschdtzung der Komplexitat

#Gatter des Typs CNOT oder |-Qubit-Gatter = O(n? - 4™)

(2.10) DISKRETE MENGE (FAST) UNIVERSELLER GATTER

Frage: Gibt es endliche Zahl universeller Gatter?

Antwort
e nein, da |-Qubit-Gatter Gberabzihlbar...
e ja, wenn wir e-Approximationen V zulassen, € beliebig klein,
[U—=Vl]2 <e,

Wir sprechen dann von Fast-Universalitat.

Satz. (Boykin/Mor/Pulver/Roychowdhury/Vatan 1999)

Die Gatter CNOT, H und T sind fast-universell.




(2.11-1) APPROXIMATION VON QUANTENGATTERN

Approximationsfehler: E(U, V) =|U—V|s.

Lemma.

e Fiir Sequenzen von Quantengattern gilt
m
E(UmUm_1...Us, Vi Vin_1 . Z (U;,V;).

e Sei p Dichematrix.

Die Anwendung der unitiren Operatoren U bzw. V liefert Zustinde
pu = UpUT und py = VpVT.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten des Ereignis P, P ON-Projektion, gilt

| tr(puP) —tr(pvP)| < 2E(U, V).

(2.11-2) APPROXIMATION VON QUANTENGATTERN

Beweis.

Da p Dichtematrix ist, gilt

[ tr(puP) — tr(pvP)| = [tr(pUTPU) — tr(pVIPV)|
= |tr(pUTP(U —V)) —tr(p(VI —U"PV)
< |tr(pUTP(U— V)| + |tr(p(VT — UT)PV)|
< JUTP(U—= V)2 +[[(VI —=UN)PV)|2
< |[U =V + VI =uf|, =2E(U, V).

Summenformel — Ubung.




(2.12-1) STANDARDREALISIERUNG KLASSISCHER ABBILDUNGEN

Reversible Standardrealisierung (2.3-8) von f : {0, 1}™ — {0, 1}™

(x,y) = (x,y & f(x)).

Implementierung des reversiblen Schaltkreises durch Quantengatter liefert bei

gleicher Komplexitdt unitiren Operator

Us: ly) = )y @ f(x)).

Schaltkreis-Symbol (f-gesteuertes NOT)

(2.12-2) STANDARDREALISIERUNG KLASSISCHER ABBILDUNGEN

Alternative fiir Boole’sche Abbildungen f : {0,1}™ — {0, 1}

Schaltkreis (f-gesteuerte Phase)

Kurz, ohne Ancilla,

x) = (=1) ).

Beweis. H|1) = (|0) —[1))/v/2 und

(1)10) = )1 /Y2 = (I)IF(x)) = x)=F(x)))/vV2 =

(1)) (l0) — 1)) /v2.




(2.13-1) KOMPLEXITATSKLASSEN FUR QUANTENCOMPUTER

Uniforme Familie {Q, }», von Quantenschaltkreisen

(Klassische) Turing-Maschine liefert n — Qy, in polynomieller Laufzeit (Yao 1993)

Komplexitdtsklassen fiir (klassische) Entscheidungsprobleme
e QP: # Quantengatter = Polynom(n).
Messung ~ Entscheidung mit 100%-Wahrscheinlichkeit korrekt.

e BQP: # Quantengatter = Polynom(n).
Messung ~ Entscheidung mit Wahrscheinlichkeit > 75% korrekt.

Chernoff’sche Schranke: m-fache Wiederholung und ,,Mehrheitsentscheid"

Irrtumswahrscheinlichkeit < e /8,

(2.13-2) KOMPLEXITATSKLASSEN FUR QUANTENCOMPUTER

Frage: # Quantengatter?

e # CNOT- und I-Qubit-Gatter (Universalitit (2.9-1))

oder

e # CNOT-, H und T-Gatter (Fast-Universalitdt (2.10-1))

Antwort: spielt keine Rolle fiir BQP...
In dieser Vorlesung: # CNOT- und |-Qubit-Gatter

Satz. (Bernstein/Vazirani 1997)

P C BPP C BQP C PSPACE.

Bemerkung. P ~ PSPACE ist weiterhin noch vollig offen ~

BPP = BQP ungeklirt.




(2.13-3) KOMPLEXITATSKLASSEN FUR QUANTENCOMPUTER

Beweisidee.

e BPP C BQP folgt aus der Realisierbarkeit des Toffoli-Gatters (2.7-8) und
Standardrealisierung (2.12-1).

e BQP C PSPACE:
Quantencomputer Q,, werde im Zustand |0) gestartet, fuhrt Gatter
U, ..., U, (n) aus. Wahrscheinlichkeit fiir n-Qubit Basisvektor [y) nach
Messung zum Schluf3:

|(y|up(n) “e U2U1 |0>‘2

Jede dieser 2™ Zahlen 1aBt sich mit polynomiellem Speicherplatz mit hoher
Genauigkeit klassisch berechnen.

(2.13-4) KOMPLEXITATSKLASSEN FUR QUANTENCOMPUTER

Beweisidee — Fortsetzung.

Die Basisrelation 2)2;51 Ix) (x| = I liefert (diskretes Feynman’sches Wegintegral...)

(y|up(n) e U2U1 |0> =
Z YWy, () X ()= 1) Xp () — 11U p (=1 - - - Uafx1) (x11U110).
Jeder Faktor (x;|U;|x;_1) ist fiir CNOT-Gatter und |-Qubit-Gatter bei hoher
Genauigkeit mit polynomiellem Speicherplatz berechenbar und kann nach

Multiplikation gel6scht werden. Buchfiihrung von Produkt und Summe erfordert

ganze zwei Speicherplitze.

Rechenzeit dieser klassischen Simulation ist exponentiell in n.




(3.1-1) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Problemstellung

Gegeben Boole’sches Orakel bzw. Black-Box f : {0, 1}™ — {0, T} mit
e entweder: f ist ausgewogen (d.h. gleich haufig O oder 1)

e oder: f ist konstant.

Orakel darf als Quanten-Black-Box befragt werden, d.h.
Uy : [x) — (—1)f(")|x)

wird wie ein elementares Gatter behandelt.

Entscheidungsproblem D): Ist f ausgewogen oder konstant?

(3.1-2) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Klassischer deterministischer Algorithmus

In irgendeiner Reihenfolge verschiedene Anfragen x an das Orakel f:
e sobald zwei verschiedene Antworten: ,ausgewogen”,

e nach 2" 1 +1 gleichen Antworten: ,konstant®.

Denn: zu jeder Reihenfolge existiert ausgewogene Funktion, so daf3 die ersten
21 Antworten gleich ausfallen...

Klassische Komplexitdt relativ zum Orakel f ist also exponentiell,

D) & P,




(3.1-3) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Klassischer probabilistischer Algorithmus

In zufdlliger Reihenfolge verschiedene Anfragen x an das Orakel f:
e sobald zwei verschiedene Antworten: ,ausgewogen®,
e nach k gleichen Antworten: ,konstant®.

Irrtumswahrscheinlichkeit im zweiten Fall, falls f doch ausgewogen:
2n—1 AL
= <27k
= (" )/(%) <

DJ € BPP',

Bereits k = 2 liefert

Fir k = 67 ist schon p < 1029,

(3.1-4) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Idee des Quanten-Algorithmus

Quanten-Parallelitat

2" 1 2" 1
1 1
Us [ — IX) | = — — 1))k,
f <¢z—n 2 >> vz & T
x=0 x=0
d.h. eine einzige Befragung des Quanten-Orakels kodiert alle klassischen
Antworten.

Fragen:
e Wie prapariert man den reinen Zustand \y = ) |x)/v2™?

e Wie miBt man die gesuchte Antwort aus Uy, ?

Antwort: Hadamard-Transformation...




(3.1-5) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Lemma.

Fir eine n-Bit-Zahl x = x1...x, gilt

A
H®Mx) = —— (—=1)*%z).
GpE

Dabei fassen wir jede Zahl 0 < z < 2™ — 1 ebenfalls als n-Bit-Zahl z = z; ...z,
auf und definieren das bitweise 7Z;-,,Skalar*produkt:

X-Z2=X1Z1D...P XnZn-

Beweis.

HI0) = (10) + [1))/v/2, H|T) = (|0) — [1))/+/2, dh. firn =1:

1

Hix) = % D (1) z).

z=0

(3.1-6) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Beweis — Fortsetzung.

Nach den Rechenregeln fiir Tensorprodukte gilt daher

HO™x) = H®Mxy ... xn) = Hx1) @ ... @ Hixn)

1 1
(= Y 1) >) ( nEn [z, )
(ﬁ ZZ—O 1 \/_ ZnZ—O
1
( ) Z Z JX1EL . (=T Az zn)




(3.1-7) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Korollar I.
Yo = HZ™O).

Fazit: Praparation von 1, durch den n-Qubit-Schaltkreis

(3.1-8) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Aus dem Lemma folgt ferner
1
HO™ Ugpgy = HO™ | —= ) (=) x
FPall <\/2_n g( ) )

1 4
=2 <2—n 2 (=D ) 2).
Koeffizient vor Basisvektor |0) lautet

1 0, falls f ausgewogen,
=D (=)= sEwoe
VA +1, falls f konstant.

Fazit: Typ von f durch Messung sicher unterscheidbar.




(3.1-9) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JozsA (1992)

Der Quanten-Algorithmus von David Deutsch und Richard Jozsa (1992)

Ergebnis der Messung sei n-Bit-Zahl x.
e X # O: f ist ausgewogen

e x = (: f ist konstant

Fazit
eine einzige Befragung des Quanten-Orakels reicht;

relativ zum Orakel des Deutsch-Jozsa-Problems gilt

Dj € QP', P £ QP'.

(3.1-10) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JOozZsA (1992)

Realisierung im MATLAB-Paket der Vorlesung

psi = Ket(dec2bin(0,n));

psi = Hadamard(psi);

psi = FControlledPhase(psi,’DJOracle’,type);
psi = Hadamard(psi);

[dummy,res] = Measure(psi,O,n,0);
switch res
case O

disp(’Result: constant function’)
otherwise

disp(’Result: balanced function’)

end




(3.1-11) DER ALGORITHMUS VON DEUTSCH UND JOozZsA (1992)

Experimente

basierend auf NMR-Technologie (nuclear-magnetic-resonance):
e n = 1 Jones/Mosca (1998)
e n = 1 Chuang/Vandersypen/Zhou/Leung/Lloyd (1998)
e n = 2 Linden/Barjat/Freeman (1998)

n = 4 (partiell) Marx/Fahmy/Myers/Bermel/Glaser (1999) mit
BOC-('3C;-'°N-’D%-Glyzin)-Fluorid

n = 3 Collins/Kim/Holton/Sierzputowska-Gracz/Stejskal (2001)

(3.2-1) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Problemstellung

Gegeben sei Orakel f : Z3 — Z5 mit

e es gibt Periode 0 # a € Z%, so daB fir x # y

flx)="fly) <& x=yda

Orakel darf als Quanten-Black-Box befragt werden, d.h.
Us s ) = )y @ f(x))

wird wie ein elementares Gatter behandelt.
Aufgabe: Berechne die Periode a.

Zugehoriges Entscheidungsproblem SIMON

Es sei entweder f bijektiv (a = 0) oder wie oben. Was ist der Fall?




(3.2-2) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Klassischer probabilistischer Algorithmus

Jeder Algorithmus richtet k zufillige, verschiedene Anfragen an das Orakel f
e falls zwei Antworten gleich ~ a

e sonst: ,failed”

Lemma.

Fir k < 2™ 1 + 1 ist die Erfolgswahrscheinlichkeit py < kZ/Z".

(3.2-3) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Beweis.

Bedingte Wahrscheinlichkeit einer erfolgreichen kten Anfrage nach k — 1
erfolglosen ist

(k—=1)/(2" = (k—1)),
da genau k — 1 von 2™ — (k — 1) verbleibenden Anfragen erfolgreich sind.

Es folgt die Rekursion

k—1 (1 ) < n k—1
2" — (k—1) Px—1) = Px—1 7 (k—1)

Pk =Px—1 +

Mit p; = 0O folgt so

k . k .
j—1 j—1 k?/2 Kk?
< < < = —.
pk—;p—(j—n—;Zn—(k—n—p—zw n




(3.2-4) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Fazit

Selbst fiir exponentiell viele Anfragen
k=2m1
ist die Erfolgswahrscheinlichkeit noch immer exponentiell klein
Dies libertragt sich auf das Entscheidungsproblem, also gilt relativ zum Orakel f

SIMON ¢ BPP'.

(3.2-5) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Der Quantenalgorithmus von Daniel Simon (1994)

Lemma.

Messung des ersten Registers ergibt mit je gleicher Wahrscheinlichkeit 2~ (1)
eine der 2™~ ! Zahlen y € 75, fur die

a-y=0.




(3.2-6) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Beweis.
Zuw € R = range(f) wihlen wir x,, mit f(x,,) = w.

Der Quantenzustand des Simon’schen Schaltkreises vor Messung ist

(H®" @ 1) Ut (Va1 @ 10))

1
—(H®“®I)<ﬁ2x>f(><)>> znZ 1Yy (x)

= o X (e 1)) iy

weR,y

= 5w Z )oY (1 4+ (=D*Y) [y)lw)

weR )y

17 Yy)lw).
wERay 0

(3.2-7) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Beweis — Fortsetzung.

Nach dem Prinzip der impliziten Messung (2.4-8) o.E. Messung auch des zweiten
Registers:

e Wahrscheinlichkeit 272"~ 1) fiir Ergebnis (y, w) mit
a-y=0undw e R.
#R — 2T1—1
Daher Messung des ersten Registers allein:

e Wahrscheinlichkeit 2~ (™) fir Ergebnis y mita -y = 0.




(3.2-8) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Realisierung im MATLAB-Paket der Vorlesung

psi = Ket(dec2bin(0,n));
ancilla = 0;

psi = Hadamard(psi);
psi = FControlledNot(psi,ancilla,’SimonOracle’,[]);
psi = Measure(psi,n,n,0);

psi = Hadamard(psi);
[dummy,y] = Measure(psi,0,n,0);

(3.2-9) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Frage: Schon und gut, aber wie bekommt man a?

Idee einer klassische Nachbearbeitung

e 0 # a € ZY eindeutig bestimmt durch iiber Z; linear unabhingige Vektoren
Y1,..,Yn—1 € Z5 mit

a-y; =0 j=1l:n—1

e wiederholte Anwendung des Algorithmus von Simon bis linear unabhangige
Menge von y; vorliegt

Erwartete Anzahl der Wiederholungen: O(mn)...




(3.2-10) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Alternative
(n — 1)-fache Ausfiihrung des Algorithmus von Simon ™~ y1,...,Yn_1
® Yi,...,Yn—1 linear unabhingig ~ a

e sonst: ,failed”

Erfolgswahrscheinlichkeit

20 21 211—2
p:<1_2n—1>'<]_2n—1>""' (1_2n—1)

-~ -~ -~

W.yi €lin{0}  W.iyadlin{y,} W.yn_1€linfyr,..., Yn_2}
n—1 00
=JJO0-2">][00-2% =02887...>1/4
k=1 k=1

(3.2-11) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Fazit

Relativ zum Orakel f gilt also
sIMON € BQPf

und daher
BPP' -£ BQP'.

Bemerkung

Verfeinerter Algorithmus (Brassard/Hegyer 1997) liefert Erfolg mit 100%,

SIMON € QP'.




(3.2-12) DER ALGORITHMUS VON SIMON (1994)

Achtung

Dies ist Hinweis, aber kein Beweis, daB Quantencomputer fiir gewisse Probleme
exponentiell schneller sind als klassische probabilistische Computer
Begriindung

L4Bt sich eine a-periodische Funktion f mit einem polynomiellem Schaltkreis
realisieren, so kénnte a ,,von innen* heraus, durch Studium des Schaltkreises
effizient ermittelt werden, nicht nur durch Auswertung des ,,Orakels” x — f(x)...

Bedeutung des Algorithmus von Simon...

...Inspiration von Peter Shor zur Primfaktorisierung

(4.1-1) THE HIDDEN SUBGROUP PROBLEM

Problemstellung:  (Boneh/Lipton 1995, Jozsa 1997)

Gegeben
e endliche abelsche Gruppe (G, +)
e K < G Untergruppe
e Orakel f: G — X mit

fix) =fly) < x—yek

Orakel darf als Quanten-Black-Box befragt werden.

Aufgabe: Bestimme die Untergruppe K.




(4.1-2) THE HIDDEN SUBGROUP PROBLEM

Beispiele

(@) Proto-Problem von Shor zur Vorbereitung der Primfaktorzerlegung
- G=2Zn =1{0,1,...,N — 1} zyklische Gruppe der Addition modulo N
- K={0,r,2r,...} fir r|N
- f: G — Xist r-periodisch

— Gesucht: Periode r

(b) Das Problem von Simon:
- G=(Z%,9)
- K={0,a} mita#0
- f: G — Xist a-periodisch
— Gesucht: Periode a

(c) Diskreter Logarithmus ~ spater
( ein weiteres wichtiges Problem der Kryptographie...)

(4.2-1) DIE CHARAKTERGRUPPE

Definition.

Charakter auf G
x:(G,+) — (C*,:) Homomorphismus.

Operation
(x1-x2)(9) =x1(9) - x2(9)

macht die Menge G* aller Charaktere auf G zu einer abelschen Gruppe mit
Einselement

xo = 1.
G* heiBt Charaktergruppe oder zu G duale Gruppe.




(4.2-2) DIE CHARAKTERGRUPPE

Beobachtung

Fir g € G gilt nach dem Satz von Lagrange
Glg=0 ~ x(9)'¢' =x(0)=1.
Also ist x(g) eine |G|.te Einheitswurzel in C, insbesondere ist

x(g)l =1

und damit

(4.2-3) DIE CHARAKTERGRUPPE

Lemma. Fir G =G x G gilt G* = G} x G3.

Beweis.

Ein kanonischer Isomorphismus G7 x G5 — G* wird vermoge

(x1,x2)(91,92) =x1(91) - x2(92)

hergestellt.




(4.2-4) DIE CHARAKTERGRUPPE

Beispiele

(@) G =7Zn: xk(j) = e~ K k,j=0:N-—1.

b) G=7p Xxly)=e TV =(-1v  xy=0,T.

() G=25 =Zx x...xZLy: wegen Lemma (4.2-3) gilt
n-?;ch

Xx(y) = (=190 (1) = (1),

Dabei verstehen wir x =x1...Xn, Yy = VY1 ...Yn als n-Bit-Binarzahlen.

(4.2-5) DIE CHARAKTERGRUPPE

Satz. Es gilt die Isomorphie (G,+) ~ (G*,-).

Beweisidee.

(4.2-4) zeigt die Behauptung fiir G = Zx;. Nach dem Struktursatz fiir endliche

abelsche Gruppen gilt
GZZN] X ---XZNk

fir gewisse Zahlen Ny, ..., Ny.

Bemerkung.  Ein solcher Isomorphismus g — x4, wobei natiirlich

Xg+g’ = Xg " Xg’»

sei ab jetzt ausgezeichnet. In den Beispielen (4.2-4) war er explizit.




(4.3-1) UNTERGRUPPEN UND ORTHOGONALITAT

Definition.

Sei K < G. Die Annihilatorgruppe von K ist

K°={g€G:xglk =1

Lemma. (Charakterisierung des Annihilators)

ZXg(h) =

heK 0 sonst.

K| falls g € K°,

(4.3-2) UNTERGRUPPEN UND ORTHOGONALITAT

Beweis.

Setze

o= ng(h).

hekK

Fiir beliebiges festes h' € K durchliuft mit h auch h/ + h ganz K ~

o = ng(h’+h) =xXg(h') - .
hek

Falls o« # 0, so ist xg(h') = 1. Da h’ € K beliebig,

Xglk =1 ~ gekK.




(4.3-3) UNTERGRUPPEN UND ORTHOGONALITAT

Korollar I.
G falls x = Xo,

> xlg) = )

ey sonst.

Korollar 2. Orthogonalitit der Charaktere G* C C/C!

1G] falls g = g/,

Xg»Xg Z Xg = 0

heG sonst.

Beweis. Xg-Xg’ = Xg'—g- Korollar | liefert Behauptung.

(4.4-1) FOURIER-TRANSFORMATION AUF GRUPPEN

Funktion f : G — C, d.h. f € CI€,

Fourier-Transformation
f=rf:GC

fasst f als Koeffizientenvektor fur die Charaktere auf:

ZXh

hGG

Basisdarstellung




(4.4-2) FOURIER-TRANSFORMATION AUF GRUPPEN

Aus dieser Basisdarstellung folgt sofort

Fihy = ﬁ S xe(h)lg).

geG
Satz. Die Fourier-Transformation F : C/6I — C!G! ist unitdr, d.h.
FlF=rr=1

Bemerkung.
Es gibt also Quantenschaltkreise zur Realisierung von F.

Ihre Konstruktion und Effizienz wird spater ein Thema sein.

(4.4-3) FOURIER-TRANSFORMATION AUF GRUPPEN

Beweis.
Es gilt

FiEm) =F1—— 3 fu(o)lg)

IGlén/n [h') = |h).

Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde die Orthogonalitit (4.3-3) der Charaktere
genutzt.




(4.4-4) FOURIER-TRANSFORMATION AUF GRUPPEN

Beispiele

@ G=7Z% feC? =HP™

Aus X (y) = (—1)*Y folgt mit Lemma (3.1-5)

2Tl.

] N
Flx) = —— 1Y [y) = H®™ |x).
Vo ; |

Also ist
F=F"=H®"

das n-fache Tensorprodukt der Hadamard-Transformation.

(4.4-5) FOURIER-TRANSFORMATION AUF GRUPPEN

Beispiele

(b) G =Zn, f € CN.

27mi

N K folgt

Aus X (j) =

N—1

1 Znik-
= — Z e_T Jf]’.

Dies ist die klassische diskrete Fourier-Transformation.

Basisdarstellung: Firj=20,...,N—1gilt

: 1 2mig
Fli) = \/—N Z e~ KK k).




(4.5-1) VERALLGEMEINERUNG DES ALGORITHMUS VON SIMON

Quantenalgorithmus nach Richard Jozsa (1997)

Satz.

Messung des ersten Registers ergibt mit je gleicher Wahrscheinlichkeit [K|/|G|
eines der |G|/|K| Elemente

g € K°.

(4.5-2) VERALLGEMEINERUNG DES ALGORITHMUS VON SIMON

Beweis.

Zunichst gilt
1
FIO) = ——= > lg) = b
geG

und daher

Up (W ©10)) = mZm

geiG

Wir wihlen Reprisentantensystem R C G fiir die Restklassen G/K, d.h. jedes g
|aBt sich eindeutig zerlegen als

g=h+h’ heR, h' €K.




(4.5-3) VERALLGEMEINERUNG DES ALGORITHMUS VON SIMON

Beweis — Fortsetzung.

Da f konstant auf jeder Restklasse ist, ist der Zustand vor der Messung wegen der
Charakterisierung von K° in Lemma (4.3-1)

(FT @ DUt (o @ [0)) E Z Xq(9)1g")If(g))
g9’,9€G
1
:ﬁ Z Xg'(h (Z Xg' >|9 )If(R))
g’€G,heR h’eK
“5 X xermlglfm)

(4.5-4) VERALLGEMEINERUNG DES ALGORITHMUS VON SIMON

Beweis — Fortsetzung.

Nach dem Prinzip der impliziten Messung (2.4-8) o.E. Messung auch des zweiten
Registers:

|Xg’(h)|2 =1~
e Wahrscheinlichkeit [K|?/|G|? fiir Ergebnis (g’,f(h)) mit

g’ €K°und h € R.

#R = |G|/|K| ~ Messung des ersten Registers allein:

e Wahrscheinlichkeit |K|/|G]| fir Ergebnis g’ € K°.




(4.6-1) BEISPIELE

(@) Problem von Simon

G =27%, K ={0, a}. Untergruppe K ist zyklisch, also
geK® = xgla)J=(=1)"=1 <= g-a=0.

Mit F = FT = H®" sind also Algorithmus und Satz (4.5-1) gerade eine
Wiederholung von (3.2-5).

Klassische Nachbearbeitung wie in (3.2-9/10).

(4.6-2) BEISPIELE

(b) Perioden-Problem

G=2Zn,K={0,1,2r,...,(s—1)r} fir N = r - s. Untergruppe K ist auch
hier zyklisch, also gilt

27mi

geK® & x4r)=e N9 =1 & Nlg:- v & s|g.

Demnach
K® ={0,s,2s,...,(r—1)s}.

Algorithmus (4.5-1) liefert also j - s, wobei jedes j = 0 : 1 — 1 mit gleicher
Wahrscheinlichkeit 1/7 auftritt.

Frage: Wie gelangt man zu s und damit zu v = N/s?




(4.6-3) BEISPIELE

Klassische Nachbearbeitung des Perioden-Problems
e zwei Durchldaufe von (4.5-1) ~ jqs,j2s

o §=GGT(jis,j2s)

falls S f N: failed

e T=N/3S

~

falls f(?) # f(0): failed

I
-

T

Lemma. Wahrscheinlichkeit eines MiBerfolgs < 40%.

Bemerkung. Also ist nach 102 Befragungen von f die Wahrscheinlichkeit eines
MiBerfolgs < 10729,

(4.6-4) BEISPIELE

Beweis.

Die Situation entspricht:
Wihle zufillig j1,j2 € {0, ..., — 1}. Erfolg, falls j;,j teilerfremd.

Hierfiir ist die Wahrscheinlichkeit

[T |1-Pa@lh Paliza) | = J[(0—a?)
rim \_v_/ \_\/_/ Gim
ar W.firq i1 <1/q arp

k=1




(4.7) FRAGEN

Implementierung der Fourier-Transformation F fir G = Zn, N = 2"
Quantenschaltkreis mit polynomiellem Aufwand in n = #Qubits?

~ Periodenermittlung in BQP'

Was tun, falls N keine Zweierpotenz?

Was hat Periodenermittlung mit Primfaktorisierung zu tun?

Warum ist Primfaktorisierung spannend?

(5.1-1) CHIFFRIERVERFAHREN

Symmetrische Verfahren (Private-Key-Cryptosystems)

Eve?

Verschliisselung Entschliisselung

Klartext Geheimtext Klartext
Schlissel K Schlissel K
N 7 N 7
NV "
Alice Bob

Design-Wunsch

Entschlisselung ohne Kenntnis von K genauso schwer wie systematische Suche

(,»brute force attack) nach K im Schlisselraum
Aufwand fiir Eve: k-Bit Schliissel K ~ O(2%) = exponentiell

Problem: sicherer Austausch des Schlissels K vorab




(5.1-2) CHIFFRIERVERFAHREN

Beriihmte moderne Beispiele (block ciphers)

Name Jahr | Schliissellinge [Bits] | patentiert

DES 1977 | 56 nein (NIST)

Triple-DES 1979 | 112 nein

IDEA 1992 | 128 ja, bis 201 |

AES (Rijndael) | 2001 | 128, 192, 256 nein (NIST)
Sicherheit

John Gilmore (EFF), 1999: DES challange Il mit brute force attack ,,geknackt" in
22h |5 auf 100 000 weltweit verteilten PCs

128 Bit-Schliissel:  Faktor 5 - 102! aufwendiger!

(5.1-3) CHIFFRIERVERFAHREN

Asymmetrische Verfahren (Public-Key-Cryptosystems)

Eve?

Bobs o&ffentlicher l Bobs geheimer
Klartext —  Geheimtext ———— Klartext
Schlissel K+ Schlussel K »
A\ 7 A\ 4
' NV
Alice Bob

Diffie-Hellman 1976

Einwegfunktion f : Klartext — Geheimtext
e f injektiv, einfach auszuwerten (Komplexitit P)
o ! extrem aufwendig (Komplexitit NP \ P ?)
mit ,,Falltiir* (trapdoor functions)

o ! einfach auszuwerten bei Kenntnis von K, (Komplexitit P)




(5.1-4) CHIFFRIERVERFAHREN

Zur Praxis

e zur Rekonstruktion des geheimen Schliissels K, fiir f~! sind subexponentielle
Algorithmen bekannt, d.h. leicht bessere Verfahren als ,brute force” ~

Schlissellingen asymmetrischer Verfahren deutlich ldnger als bei
symmetrischen: > 512 Bits

e asymmetrische Verfahren aufwendiger (=~ Faktor 1000) als symmetrische ~
Hybridverfahren

— asymmetrisch: Verschlisselung eines zufilligen ,Wegwerfschliissels* K
(session key)

— symmetrisch: Verschlisselung des Klartexts mit K

(5.2-1) EINWEGFUNKTIONEN: ZWEI FUNDAMENTALE BEISPIELE

A. Faktorisierungsproblem

Einwegfunktion = Multiplikation

f: (p,d) = n=p-q
~—~— —
Primzahlen RSA-Modul

e Bestimmung L-stelliger Primzahlen: Komplexitit P
e Multiplikation: Komplexitit P

aber

e Faktorisierung z. Zt. nur in subexponentieller Zeit

(general number field sieve, Pollard und Buhler/Pommerance ~ 1990)

CPU-Zeit ~ exp(1.9(In n)'"/3(Inlnn)?/3).




(5.2-2) EINWEGFUNKTIONEN: ZWEI FUNDAMENTALE BEISPIELE

Details Beispiel A

e Test einer Zahl p auf Primalitit:

— Monte-Carlo-Algorithmus (Rabin/Miller 1980):

Zertifikat fir p nicht prim; p prim hingegen nur mit beliebig kleiner
Irrtumswahrscheinlichkeit,

CPU-Zeit = O(In* pIninpInininp).

— Las-Vegas-Algorithmus (Atkin/Morain 1993):
Zertifikate fir p nicht prim und prim

erwartete CPU-Zeit = O(Polynom(Inp)).

(5.2-3) EINWEGFUNKTIONEN: ZWEI FUNDAMENTALE BEISPIELE

Details Beispiel A

e Multiplikation zweier {-stelliger Zahlen nach Schénhage/Strassen 197
CPU-Zeit = O({InfInIn{).

Beachte: { = O(Inn) in unserem Beispiel...

Bemerkung
Diese Einwegfunktion ist noch keine Falltiir-Funktion...
...ist aber die ,,Mutter’ von Falltiir-Funktionen.

Gleiches gilt fiir das niachste Beispiel.




(5.2-4) EINWEGFUNKTIONEN: ZWEI FUNDAMENTALE BEISPIELE
B. Das Problem des diskreten Logarithmus

p Primzahl; g Primitivwurzel modulo p

Einwegfunktion = modulare Exponentiation

f: kmod(p—1) — ¢~ modp.

e modulare Exponentiation: Komplexitit P
e Primitivwurzel: Komplexitit P flir gewisse p
aber

e diskreter Logarithmus g* — k z. Zt. nur in subexponentieller Zeit
(Gordon 1993)

CPU-Zeit ~ exp(O((Inp)Vs(In Inp)2/3)).

(5.2-5) EINWEGFUNKTIONEN: ZWEI FUNDAMENTALE BEISPIELE

Details Beispiel B
...zunachst etwas Zahlentheorie...

© In =72/nZ, 7; ={k€Zn:GGT(k,n)=1}

o #7.° = d(n) Eulersche ¢-Funktion (Totient)

- pprim: ¢(p)=p—1

- n=p-qRSA-Modul: dé(n)=(p—1)(q—1)
e Satz von Euler-Fermat

a®™ =1modn VaeZX

e Satz von Lambert

Fir p prim ist Z;) zyklisch, d.h es gibt Primitivwurzel g € Z7, so daB

Zy ={g"modp:k=0,...,p—2).




(5.2-6) EINWEGFUNKTIONEN: ZWEI FUNDAMENTALE BEISPIELE

Details Beispiel B

Modulare Exponentiation x = g* mod n

Algorithmus
k = kq ... ko Bindrdarstellung
x = gko
fori=1:¢

g=g?modn
if ki then x =x-gmod n end if

end for

Aufwand: £ = O(Ink), k < $(n) <n, d.h. wegen (5.2-3)

CPU-Zeit = O((In?n) (Inlnn) (InlnInn)).

Mathematica: x=PowerMod[g,k,n]

(5.3-1) DAS RSA-VERFAHREN
(Rivest/Shamir/Adleman 1978)

Falltiirfunktion

modulare Potenzfunktion (RSA-Funktion)

f:x — x€ modn.

(n, e) Bobs offentlicher Schlussel, x Klartextblock

e n =P - q RSA-Modul

e f injektiv, falls e teilerfremd zu $p(n) = (p—1)(q— 1)

Falltiir:  Kenntnis der Faktorisierung von n.

Sicherheit:  Jede z. Zt. bekannte effektive Dechiffrierung ist dquivalent zur Kenntnis

der Faktorisierung von n.

Patentschutz: in den USA von 1983 bis 2000




(5.3-2) DAS RSA-VERFAHREN

Dechiffrierung
1.y = yYmodn

d Bobs geheimer Schliissel, y Geheimtextblock

Satz.d = e~ mod p(n).
Beweis. Nach dem Satz von Euler gilt

yd =xde ="M — x mod n.

Bemerkungen

e d effektiv berechenbar mit Euklidischem Algorithmus bei Kenntnis von ¢(n),
d.h. Kenntnis der Faktorisierung von n

e Kenntnis von d ~ effektive Faktorisierung von n

(5.4-1) DIGITALE SIGNATUREN

Aufgabe

uberzeuge Alice, dal3 Text von Bob stammt

Signierung
Bobs geheimer .
Text » . {Text, Signatur}
Signatur-Schliissel
A\ 7
TV
Bob
Verifikation
. Bobs offentlicher
{Text, Signatur} : » {True, False}
Signatur-Schliissel
A - -
VvV
Alice

Sicherheit:  Valide Signatur erlaubt keine Riickschliisse auf geheimen Schliissel




(5.4-2) DIGITALE SIGNATUREN

Duadlitdt zu asymmetrischer Verschliisselung (Diffie/Hellman 1976)

Jedes asymmetrische Verfahren eignet sich zur Signatur

I. Bob ,entschliisselt® mit seinem geheimen Schliissel den Text:

Signatur =, Entschliisselung”(Text)

2. Alice ,verschlisselt® mit Bobs offentlichem Schliissel die Signatur und testet
Text = ,,Verschliisselung“(Signatur) ?

Falls ja, so folgt aus der Sicherheit des Kryptosystems, da3 nur Bob die
Nachricht signieren konnte.

(5.4-3) DIGITALE SIGNATUREN

Zur Praxis

e aus Aufwandsgriinden wird nicht der Text selbst unterschrieben
e sondern eine kryptographische Priifsumme (message digest) fester Lange k
e Standard fur k: 128 bzw. 160 Bits

e message digest aus kryptographischer Hashfunktion f : N — Z5%.

Design-Wunsch: faktisch kollisionsfrei, d.h. es diirfen keine zwei Texte mit der
gleichen Priifsumme effektiv berechenbar sein.

Beispiele
e MDS5 (Rivest 1991): 128-Bit Digest
e SHA-I (NIST 1995): 160-Bit Digest




(5.4-4) DIGITALE SIGNATUREN

US-amerikanischer digital signature standard DSS (NIST 1994)

basiert nicht auf der Dualitat (5.4-2), sondern auf einer Idee von ElGamal (1985).

Praktische und rechtliche Griinde

e Trennung von Signatur und Verschliisselung

e RSA-Patent

Sicherheit von DSS basiert auf rechnerischer Schwierigkeit diskreter Logarithmen.

(5.4-5) DIGITALE SIGNATUREN

Digitale Signatur nach EIGamal (1985)

Vorbereitung: p prim, o € Z; Primitivwurzel
e Geheimer Signatur-Schliissel: a € Z,_;
o Offentlicher Signatur-Schliissel:  (p, &, p = x® mod p)
e Signierung

X

X € Zp—1 message digest. Wihle zufilliges k € Z_,

Signatur = {y = o modp,d = (x—ay)k ! mod (p — 1)}

e Verifikation

BYv® = o* mod p ?




(5.4-6) DIGITALE SIGNATUREN

Beweis der Verifikationsformel

Nach Konstruktion von 3,y gilt
By,yé — aay+k6 mod p.
Da « Primitivwurzel ist, ist genau dann Y v = &* mod p, wenn

ay + k& =x mod ¢(p), dp)=p—1.

Genauso wurde aber § konstruiert.

Sicherheit

Es ist kein effektiverer Algorithmus zum Bruch dieser Signatur bekannt, als das
Losen des diskreten Logarithmus mod p.

(6.1-1) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

T ungerade, zusammengesetzte Zahl, keine Primzahlpotenz

Definition.
Fir x € Z heiBt die kleinste Zahl 1 < r < ¢(n) mit x" = 1 mod n Ordnung von x.
Es gilt v | d(n).

Beobachtung

Ordnungsbestimmung = Periodensuche (4.1-2)

fx 1 Zym) — 25, kxS

mod n, ist r-periodisch.
M prinzipieller Quantenalgorithmus (4.5-1), vgl. (4.6-2)

v effektiver Quantenalgorithmus (Shor 1994), Details spater

Zusammenhang mit Faktorisierung (Miller 1976)

Faktorisierung von n laB3t sich auf Ordnungsbestimmung reduzieren




(6.1-2) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

|. Idee

Sei x € Z millersch, d.h. habe gerade Periode r = 2k mit
x* £ —1 mod n.
Also (x* £ 1) # 0 mod n, aber x?* — 1 = (x* — 1)(x* + 1) = 0 mod n.
Dies liefert echten Faktor von n:
1<GGT(x*—1,n)<n

Berechnung mit Euklidischem Algorithmus in polynomieller Zeit.

2. Idee
Wihle x € Z;* zufllig.
e Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, da3 x millersch?

e Antwort: > 1/2 ~ effektiver Las Vegas-Algorithmus

(6.1-3) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

Satz. (Miller 1976) Mindestens die Halfte aller x € Z% ist millersch.

Beweisskizze. (Nur fir RSA-Module n = p; - p3.)
x € Z) habe Ordnung r modulo 1, r; modulo p;.

Chinesischer Restsatz ~ v = KGV(r7,12).
Hilfsresultat
x millersch & |r1|2 #Ir2l2
o |r1l2 =|r2l2 =0 &= T ungerade
o M=) >0 & r/2=(r/2) (2ki+1)

2ki+1
= X% = (x“/z) = —1 mod p;.




(6.1-4) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

Beweisskizze — Fortsetzung

Hieraus und aus dem Chinesischer Restsatz folgt

Anteil der nicht millerschen x € Z;

= Anteil der (x1,x2) € Z), X Z, mit [r1]2 = [r2]2

< max. Anteil der x; € Z, mit vorgegebenem [r1|;

Letzterer ist < 1/2 wegen der zyklischen Struktur von Z7 .

Bemerkung

Abschitzung 13Bt sich nicht verschirfen: genau die Hilfte aller x € Z7, ist

millersch.

(6.1-5) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

Zusammenfassung

Algorithmus zur Faktorisierung von n
I. wiahle zufillig 1 <x <n
2. falls GGT(x,n) > 1 ~ echter Faktor gefunden: success
3. bestimme Ordnung 1 von x in Z (+— Quantenalgorithmus!)
4. falls T ungerade: failed
5. falls x"™/? = —1 mod n: failed

6. GGT(x¥ — 1,n) ist echter Faktor: success

MiBerfolgswahrscheinlichkeit nach k Durchliufen < 27

Erwartungswert der Anzahl der Durchldufe bis zum Erfolg < 2




(6.1-6) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

Aufgabe: Bestimme Ordnung r mod ¢(n) von a € Z.

Proto-Quantenalgorithmus (4.5-1) zur Ordnungsbestimmung

e f modularer Exponentiation von a modulo n
f: Zgm) — Z%, kr— a*modn.

o F Fourier-Transformation in Zg ().

Messung:  Ergibt gleichverteilt Vielfaches von ¢(n)/r. Nachbearbeitung liefert r.

(6.1-7) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

Warum , Proto“?

e &(n) unbekannt, setzt Faktorisierung von n voraus

e alternativ konnte
f:Zm — 725, k— a“modn
mit irgendeinem Vielfachen m der Ordnung r zugrunde gelegt werden.

Aber wenn r unbekannt ist, wie kommt man zu m?

e Fouriertransformation F auf Z

nur fiir ¢ = 2¢ einfach realisierbar durch effizienten Quantenalgorithmus




(6.1-8) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

Fiir welche n ist der Proto-Quantenalgorithmus realisierbar?
e n ungerade mit ¢(n) = 2°
Somit n Produkt verschiedener Fermat’scher Primzahlen 2K + 1

nur funf bekannt: 3, 5, 17, 257, 65537.

Eine gebildete Marginalie

Genau fiir diese ungeraden n sind die regelmiaBigen n-Ecke mit Zirkel und

Lineal konstruierbar.

Ein Schelm, der Boses dabei denkt...

(6.1-9) FAKTORISIERUNG ALS PERIODENBESTIMMUNG

To read our E-mail; how mean

of the spies and their quantum machine;
be comforted though,

they do not yet know

how to factorize twelve or fifteen.

— Volker Strassen

Der einfachste Fall
n=15=3-5mit p(n) =23

# Qubits: 3 im ersten Register, 4 = [log,(n)] im zweiten Register

Dezember 2001: Experimentell realisiert mit 7-Qubit NMR-Technologie

von Vandersypen/Steffen/Breyta/Yannoni/Sherwood/Chuang (IBM Almaden,
Stanford)




(6.2-1) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Allgemeiner Shor’scher Algorithmus zur Periodenbestimmung:

f:Z — X r-periodisch

JF Fourier-Transformation auf Zq, g = 2¢,

e # Qubits im ersten Register: {

e # Qubits im zweiten Register: [log, (|X])]

Frage: VVas ergibt die Messung!?

(6.2-2) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

1
Zustand nach Ug: — ) [ If(1)).
Vil

Zustand vor Messung:

1 q_1 27mi q_] ! 1 27i
— Y e My =) > |- e a | [k) If(s)).
q k,t=0 k=0 s=0 q t:f(t)="f(s)
:;/,ks
Werte f(s) fir s =0,...,r — 1 paarweise verschieden ~

Vektoren |k) [f(s)) bilden ON-System ~

Messung in beiden Registern:

Resultat (k, f(s)) mit Wahrscheinlichkeit [y |%.




(6.2-3) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Es gilt f(t) = f(s) mit 0 <t < ¢, 0 <s < r genau dann, wenn

1
t=s+jr, Ogjng:{uJ.

T
Daher ergibt sich
27i m 27i m
Vi _cs - e%ikr _ e« - eza” {kr}q
¢ = =
j=0 q j=0

wobei {kr}4 = kr mod g genau jener Rest sei, fiir den

—q/2 <{krjq < q/2.

(6.2-4) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Beschrinken wir uns auf die k mit —r/2 < {kr}q < 1/2.

Dann besitzt fiir ¢ > 14r das Resultat (k, f(s)) die Wahrscheinlichkeit

ms 2 m{kriq(ms+1)

1 p— 1 sin
- § {kr}qi o q
h’ks - 2 € a ‘ q2 s 2 m{kr}q
q

Prinzip der impliziten Messung (2.4-8) ~

Messung des ersten Registers: (da r Moglichkeiten fiir f(s))

Wabhrscheinlichkeit > 0.4 /7 fiir jedes k mit [{kr}4| < 1/2.




(6.2-5) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Frage: WVas bedeutet —1/2 < {kr}q <71/21

Es gibt also eine ganze Zahl 0 < d < r mit —v/2 < kr — dq < r/2.

Division durch rq zeigt

Lemma. Es gibt nur einen einzigen Bruch d/r mit 1> < g, welcher durch k/q
im diesem Sinne approximiert wird.

Beweis: Woire d’/r’ # d/r ein weiterer Kandidat, erhielten wir den Widerspruch

1 |d'r—dr| k d k d 1
- < — === <L2: —.
q rr/ q T/ q T 2q

(6.2-6) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Folgerung

Unter der Voraussetzung 1> < q gilt also:

e Ist ki ...k die Binirdarstellung von 0 < k < q = 2% mit |{kr}4| < 7/2, so ist
0.k1...kg

korrekt gerundete Dualbruchapproximation (Mantissenlidnge {) genau eines
Bruchs d/rmit0 < d <.

e Umgekehrt besitzt natiirlich jeder solche Bruch wenigstens eine solche
Approximation, also ein zugehoriges k mit [{kr}4| < 1/2.

Frage: Wie berechnet man die Zuweisung k — d/r?




(6.2-7) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Antwort: Kettenbruchtheorie

Satz. (Legendre)

Kettenbruch einer rationalen Zahl 0 < x < 1 sei

1
X = =[0,a7,az,...,an], a; €N.

e —
an

Gilt fir 0 < d < r die Abschdtzung

d - 1
X RN —_—
T 2r2’
soistd/r =1[0,a;,az,...,an] ein m.ter Ndherungsbruch von x und laBt sich mit

dem Euklidischen Algorithmus effizient berechnen.

(6.2-8) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Beispiel

k/q =377/1024 =10,2,1,2,1,1,10,5]
Gesucht ist d/r mit 12 < q und
LB PRI
q —2q 2r?

Losungsbruch d/r ist eindeutig, falls er existiert. Hier d/r =7/19.

Naherungsbruch Approximation Nenner
0,21 =1/2 zu schlecht brauchbar
0,2,11=1/3 zu schlecht brauchbar
0,2,1,2] =3/8 zu schlecht brauchbar
0,2,1,2,1] =4/11 zu schlecht brauchbar
0,2,1,2,1,1]=7/19 gut brauchbar
[0,2,1,2,1,1,10] =74/201 gut zu groB




(6.2-9) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Beispiel — Fortsetzung

Berechnung vom Bruch d/r

Euklidischer Algorithmus Zahler u; Nenner v;

1024 = 2.377 4 270 1 = 2.0+1 2 = 2140
377 = 1-270+107 1 = 1140 3 = 1-2+1
270 = 2-107 456 3 = 2-1+1 8§ = 2-3+42
107 = 1-56+51 4 = 1-341 11T = 1-8+43
56 = 1-51+45 7 = 1443 19 = 11148
51 = 10-5+1 74 = 10-7+4 201 = 10-19+11

5 = 5-1+0 377 = 5-74+7 1024 = 5-201+19

Abbruch beim ersten Nenner v;,, 11 > \/q =32~

Einziger Losungskandidat: w,, /v, = 7/19.

(6.2-10) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Zusammenfassung

Satz (Shor 1994).
Sei q > max(14r,12).
e Messung im Quantenalgorithmus (6.2-1) liefere 0 < k < q.

e k/q werde wie in (6.2-9) durch Kettenbruchalgorithmus in ,Kandidaten‘
d. /7. umgerechnet.

Auf diese Weise erhilt man die gekiirzte Form jedes der 1 Briiche
d/r, 0<d<r,

mit Wahrscheinlichkeit > 0.4 /7.




(6.2-11) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Frage: Wie gelangt man nun zu 1 ?
Antwort:  Wie beim Proto-Algorithmus in (4.6-2).

Dort wurde fir N = s - v mit je gleicher Wahrscheinlichkeit einer der r Werte
d-s, 0 < d < rgemessen, bzw. dquivalent

d_d-s

T N’
erhalten.

Die Nachbearbeitung aus (4.6-3) ist also prinzipiell Gbertragbar.

(6.2-12) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Nachbearbeitung des Periodenproblems

zwei Durchldufe des Shor’schen Algorithmus ™ d.. /Ty, dis/Tx

o 7= KGV(ry, Tys)

falls (%) # £(0): failed

also r = T: success

Lemma. Erfolgswahrscheinlichkeit ist > 9.6%.

Beweis. Erfolg, wenn d. /v, = di/r und d.../T+. = do/T mit GGT(dq,d;) = 1.
Nach (6.2-10) tritt jedes der 12 Paare (dj, d;) mit Wahrscheinlichkeit > 0.4% /12

auf. Nach (4.6-4) sind von all diesen Paaren mehr als 60% teilerfremd. Also liegt die
Erfolgswahrscheinlichkeit bei > 0.6 - 0.4%2 = 0.096.




(6.2-13) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Parameterwabhl fiir die Ordnungsbestimmung

Periodenbestimmung fiir f : k € Z — a* mod n € ZX. Hier gilt
O<r<édpn) <n,
so daB q > n? bei n > 14 allen Voraussetzungen geniigt. Also

e { = 2[log, n| Qubits im ersten Register

e [log, n| Qubits im zweiten Register

Aufwandsabschdtzung fiir die Ordnungsbestimmung

Da die Fouriertransformation mit O({?) Gattern realisierbar ist, dominiert der

Aufwand fiir die Quantenrealisierung eines reversiblen Schaltkreises der
modularen Exponentiation:

Gesamtaufwand fiir (6.2-1) = O((In®n)(Inlnn)(Inlnlnn)).

(6.2-14) PERIODENBESTIMMUNG: DER ALLGEMEINE FALL

Quantenalgorithmus zur Primfaktorisierung

Bis auf die Details der Fouriertransformation auf Z,. ist der Algorithmus
vollstindig beschrieben.

e Erwartete Rechenzeit ist

O((In*n)(Inlnn)(Ininlnn)),
d.h. polynomiell in der Eingabelinge [log, n |

e Faktorisierung ist ein Problem in BQP

Dies war der erste ,,Durchbruch® fiir das junge Gebiet der Quantenalgorithmen.
Peter Shor erhielt dafiir auf dem ICM 1998 in Berlin den Nevanlinna-Preis, eine Art
Nobelpreis flir mathematische Aspekte der Informatik.




(6.3-1) DISKRETER LOG ALS HIDDEN-SUBGROUP-PROBLEM

Daten: p prim, g Primitivwurzel modulo p, p /x

Aufgabe: 16se g* = x mod p

Zugehoriges Hidden-Subgroup-Problem (Shor 1996)

o G=(Z¢p) X Zop), +)

Homomorphismus f: G — (Z,-), ({,m) x*g™ mod p

K=Kernf ={({,m) : m = —{k mod ¢(p)}

Charaktere x» ,({, m) = exp (dfgtpi) (AL + um))

wegen Lemma (4.2-3) und Beispiel (4.2-4a)
Die Untergruppe K kodiert die gesuchte Lésung k mod ¢ (p)

(6.3-2) DISKRETER LOG ALS HIDDEN-SUBGROUP-PROBLEM

Quantenalgorithmus (4.5-1)

liefert gleichverteilt ein Element aus
K ={(A,u) € G: A= puk mod d(p)}.
Dabei trifft man mit Erfolgs-Wahrscheinlichkeit (p > 23)
¢(d(p))/db(p) = 1/4InInp

auf ein zu ¢(p) teilerfremdes . Die Lésung ist dann

k =Au"" mod d(p).

Beispiel
Fir eine Germain-Primzahl p = 2q + 1, q prim, ist die Erfolgs-Wahrscheinlichkeit
sogar

() _ a-1 q-1
$(p) p—1 2q

Y

!
>




(6.3-3) DISKRETER LOG ALS HIDDEN-SUBGROUP-PROBLEM

Caveat

Wegen der Restriktion der Fouriertransformation auf Z4 mit g = 2%, ist dieser

Algorithmus unmittelbar auch nur fiir Fermat’sche Primzahlen p anwendbar.

Allgemeiner Algorithmus

e ersetzt G durch Zy x Zq mit q = 2%, £ = 2[log, ]
e approximiert die Wahrscheinlichkeiten des Hidden-Subgroup-Algorithmus

e aufwendige klassische Nachbearbeitung

Details

Originalarbeit von Peter Shor, SIAM J. Comp. 26, 1484—1509, 1997.

(7.1-1) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Ziel

Quanten-Fouriertransformation (QFT) aus schneller Fouriertransformation (FFT)

FFT ist ein ,divide et impera“- (,teile und herrsche®-) Algorithmus, d.h. das Problem
wird auf die Losung gleichartiger Probleme kleinerer GroBe zuriickgespielt.

Gruppentheoretische Herleitung

Fouriertransformation liber G aus Fouriertransformation tiber Untergruppe H < G




(7.1-2) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Notation

G, H endliche abelsche Gruppen

e ¢ : H — G homomorphe Einbettung, d.h. H ist isomorph zu Untergruppe von
G

R Restklassenreprasentanten modd(H), d.h. fiir jedes g € G

g=71+¢(h) eindeutigmit 1€ R h e H.

diese eindeutige Zerlegung definiert zwei Abbildungen 0: G — H, p: G — R
mit

idg=p+¢oo
m = [R| =|G|/[H]

(7.1-3) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Notation — Fortsetzung

e da G ~ G* und H ~ H*, gibt es einen Homomorphismus
m:G—H, sodaB Xxjod=xr, V9g€G.

Dabei haben wir x© fiir Charaktere auf G, x! fiir solche auf H geschrieben.
Diese Superskripte werden wir weglassen, falls keine Gefahr eines

MiBverstindnisses besteht.

Bemerkung

Es ist
Kernt = ¢(H)°,

der Annihilator der isomorphen Kopie von H in G.




(7.1-4) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Reduktion der Fouriertransformation von G auf H

Sei f : G — C. Dann gilt fiir die Fouriertransformierte

Flf(g fzxg

gEG

\/— Z Xg Z Xg l T+ d)(h)l

TER hGH B
Xn(g)(h) *fr(h)

_ J_n_lzxg(r)(fgfr)(mg))

reR

Es definiert f. : H — C, h — f(r+ ¢(h)), fiir jede Restklasse eine Funktion auf H.

(7.1-5) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Reduktionsformel

Fif(g) fog ) (i f+) (m(g))

TeER

Wir wollen nun zu einer Matrixdarstellung bei Aufassung von f € C!G/ etc. gelangen.

e Fiir einen Basisvektor (,,Deltafunktion”) f = |g) gilt

lo(g))  firr=p(g)

0 sonst

=




(7.1-6) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

e Prolongationsmatrizen P, : C'H! — CIGl, r € R,

|h>|_)\/1—n_1 Z Xg

gem—1(

e Restriktionsmatrix R : C/Gl — ¢IHI

lg) — lo(g))

Lemma.

Es gilt die Matrix-Faktorisierung

]—“é 19) = Po(g) }—}T{R 9)-

Bemerkung.

Dies bildet die Grundlage von FFT-Algorithmen fiir abelsche Gruppen.

(7.1-7) ABSTRAKTE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Beweis.

Wenden wir die Reduktionsformel auf f = |g) an, so gilt mit
Filo(9)) = ¥ e on |h)
m

<f£|g>> (g') = \/L—xg/(p(g))ocn(g/).

Da jedes g’ € G von der Form g’ € ' (h) fiir genau ein h € H ist, namlich fiir
h = 7t(g’), folgt hieraus die Behauptung:

Félg) = Z X' (P(9)) (g7 19”)
g 'eG
-y och\/Tn Xo'(p(9))10") = }_ awPo(q) IN)
heH 9/67'(_1 (h) heH

o) Fli1o(g)) = Po(g) FiRlg)




(7.2-1) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Der Rahmen

e G =7, H=7Z,n1 (das riecht nach Rekursion...) ~ m =2

o CIGl =C2" = (C2)®", d.h. der Zustandsraum von n. Qubits

e wir schreiben F,, fir Fg etc.

e Elemente in G sind n-Bit Dualzahlen g = vy, ...v1,
entsprechend in H (n — 1)-Bit Dualzahlen h =1, 1 ...13

e Charaktere:

2m

2mi
Xg(g') =exp (2—ng 9’) , Xn (W) =exp (Zn_

1

hh’).

(7.2-2) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Konkretisierung der abstrakten Theorie
e Einbettung ¢ : H — G, h +— 2 - h, d.h. Linksshift
Yrn-1-.--Y1 = ¥Yn_1...Y10.
e Jedes g =vyn ...Y2Y1 in G besitzt die eindeutige Zerlegung

Yn - - Y2Y1 =¥n ... Y20 + V1
— =~
—d(o(g))  =plg)

~ Restklassenreprisentaten R = {0, 1} und:
e p:G— R, g—gmod 2, dh.
Yn ... Y1 Y1

e 0:G— H,
Yn---Y2Y1 /= ¥Yn--- Y2,
d.h. Rechtsshift




(7.2-3) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Konkeretisierung der abstrakten Theorie — Fortsetzung

e Wegen

2 2
o (suyon) e (Jro2n) =xSlom)

2mi
= Xn(g)(N) = exp <2n_1 7i(g) h)

giltm:G = H, g— gmod2™~', dh.

Yn--- Y12 Yn-1...Y1.

(7.2-4) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Konkretisierung der abstrakten Theorie — Fortsetzung

e Restriktionsmatrix R : [y ...v2v1) — |yn...v2)

e Es gibt genau zwei Prolongationsmatrizen P, r € R ={0, 1},

o s 3 Xelrlle) = s (xon(r) O) +xan(r) ).

gen—1(h)

und




(7.2-5) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Konkeretisierung der abstrakten Theorie — Fortsetzung

Also

e Prolongationsmatrix Py : [h) — T (10) + 1)) ® [h)

e Prolongationsmatrix P,

Prilh) o %um—m)@wwm: (10) — 1)) ® MIh)

N

mit der Multiplikationsmatrix M : C2" ' — C2"
M = diag(1, w, w?, ... ,wznq_] ).

e Faktorisierung nach Lemma (7.1-6) fir g =y ... v2V1

Filg) =Porg) Fi 1 RIg) =Py, FL ilym .. v2).

(7.2-6) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Rekursive Formulierung der FFT (Cooley-Tukey 1965)

Ausgeschrieben lautet die Faktorisierung nun:

5 (10 >+|1>)® f* i hme.v2) firy; =0

Fllyn...v1) =

&I* %I

bzw. wegen F; = F

(‘ >+H>) fn_1 "YTLY2> fﬁl”y] =0
(10) =) @M Fn1lyn...v2) firy; =1

Falvn...v1) =

&I* 3|~

Multilineare Algebra erlaubt also, die FFT sehr kompakt zu schreiben.




(7.2-7) ANWENDUNG: COOLEY-TUKEY FFT

Rekursives klassisches Programm

z.B. in Matlab direkt so programmierbar, Skalierung mit 1/4/2™ wie iiblich

mgespart”:

function x = fft_(x)
if length(x) > 1
% extrahiere Diagonale M aus vorab berechneten Potenzen
x = Tensor([ 1; 1], fft_(x(even)))
+ Tensor ([ 1;-1],M.xfft_(x(odd )));
end

return

Komplexitat A,

auf Vektoren der Linge N = 2"

An = 2" + 2! +2An -
n N : , n—1
Addition der Vektoren  Multiplikation mit M.

=32 4+2(32" 1 42(..) =3n2"

= 3Nlog, N.

(7.3-1) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Quanten-Schaltkreis

F ist unitirer Operator auf Zustandsraum von n. Qubits.

Darstellung (7.2-6) liefert unmittelbar folgende rekursive Beschreibung:

Aufgabe

Fir die Quanten-Fouriertransformation muB3 nur noch das gesteuerte M-Gatter

durch elementare Gatter ausgedriickt werden...




(7.3-2) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Lemma. Es gilt

]
mit Ry =
k o2mi/2"

Komplexitat der QFT: (Shor/Coppersmith/Deutsch/Cleve)

Anzahl A,, der Gatter fir n Qubits

An=0MN)+ A1 =0(Mn?) = O(log” N).

(7.3-3) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Beweis.
e es gilt die Faktorisierung (vgl. Algorithmus (5.2-6))
. om—2 .
M = diag(1, w ) ®...®0diag(l,w) =R, ® ... Ru.
e also wirkt das von unten gesteuerte M wie
X2 ... Xn, C) = MEx2...xn) ®Ic) = R§|x2) @ ... @ RS [xn) ® |c).

e das Steuer-Qubit kann nach oben gebracht werden:

Denn Steuer- und Ziel-Qubit verstauschen:

e, x) - |c, REx) = e2™ex/2%|c ) — [RX¢, x).




(7.3-4) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Beispiele

on=2

Zur Erinnerung

R, = —S,  Ry=

(7.3-5) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Beispiele — Fortsetzung

en=3




(7.3-6) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Beispiele — Fortsetzung

e n=3: Protoalgorithmus von Shor (N=15,a=7)
a O @ @ (©) ©)
N 10, en inverse
“+—H X X
m l> QFT 4@

Y1 a¥*modNE—

—=0oT3m—
(@Q5—(OV—~O<®

N WNE T

Figure 1

L. Vandersypen NATURE 07-Sep-01

aus der Originalpublikation (Nature 414, 883—887, 2001) der experimentellen
NMR-Realisierung von Vandersypen et al.

(7.3-7) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

Realisierung im MATLAB-Paket der Vorlesung

for j=1:n
psi = Place(H, [j],n)*psi;
for k=2:n-j+1
psi = Place(Ctrl(R(k,trans)),[j k+j-1],n)*psi;
end
end
psi = QubitPermute([n:-1:1])*psi;

Dabei sind alle SWAP-Gatter an das Ende verschoben worden.




(7.3-8) QUANTEN-FOURIERTRANSFORMATION: DER SCHALTKREIS

,emi-klassischer Schaltkreis: (Griffiths/Niu 1996)

Prinzip der verschobenen Messung (2.4-8) liefert

e Vorteil: Fouriertransformation mit unmittelbar anschlieBender Messung ist
ausschlieBlich unter Verwendung von [-Qubit-Gattern realisierbar

e Nachteil: vorgezogene Messungen konnten ,,zu friih* stéren

NMR-Quantencomputer realisieren diese Idee nicht.

(8.1-1) SUCHE IN UNSTRUKTURIERTEN DATENSATZEN

Problemstellung

Gegeben sei ein Boole’sches Orakel bzw. Black-Box f : X — {0, 1}.
o X|=N=2"
e Fir S ={x € X: f(x) = 1} sei die Anzahl |S| = M > 1 bekannt.

Orakel kann als Quanten-Black-Box befragt werden, d.h.
Us : [x) — (—1)f(")lx)

liegt als Quantenschaltkreis polynomieller Komplexitit vor.

Aufgabe: Finde ein x € S.




(8.1-2) SUCHE IN UNSTRUKTURIERTEN DATENSATZEN

,JUnstrukturierte® Datensdtze ...

... wenn die Kenntnis des inneren Aufbaus von f nicht weiterhilft.

Das Orakel f verhilt sich ,,so gut wie* zufillig.

Beispiele
e NP-vollstindige Probleme: f(x) testet Zertifikat x
e Symmetrische Kryptosysteme (DES, AES, etc.): f(x) testet Schlissel x.

In beiden Fillen bleibt klassisch nur das systematische Durchmustern aller
moglichen Zertifikate bzw. Schliissel.

(8.1-3) SUCHE IN UNSTRUKTURIERTEN DATENSATZEN
Klassischer probabilistischer Algorithmus

Jeder Algorithmus richtet k verschiedene Anfragen an das Orakel f
e falls f(x) =1 fiir eine der Anfragen: x € S gefunden

e sonst: ,failed”

Lemma.

Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg in genau der k.ten Anfrage:

N—-M
pe M (i)
N—-k+1 (klj]) '
Erwartete Anzahl von Befragungen des Orakels:
N—M+1
N+ 1
E(# Suchschritte) = Z k-pr = * .




(8.2-1) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

|. Idee

Prapariere (approximativ) den Zustand

1
1~pgood = \/—M Z |X>

x€S

Messung liefert dann mit hoher Wahrscheinlichkeit ein x € S.

Beobachtung

Der einfach priparierte Zustand 1,y = H®™|0) erfiillt die Beziehung

N—-—M M 1
Yo = N Wpad + Nlpgood, Wpad = \/N——iM % x),

d.h. ist Element der reellen Ebene E = ling{\pad, Pgood}-

(8.2-2) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

2. Idee
Drehe 1, ungefihr in den Zustand 4,04, dabei ist der
ideale Drehwinkel = arccos /M /N

a priori bekannt.
Problem: die Ebene E ist zunachst unbekannt...

Wirkung des Orakels U

in der unbekannten Ebene E gilt

Ut (0Ppad + BWPgood) = 0Wbad — BWgood,

d.h. Uy ist Spiegelung an der Achse durch (4.




(8.2-3) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

3. Idee

Konstruiere zunachst irgendeine Drehung in E. Hierzu brauchen wir einfach eine
weitere Spiegelung.

Einziger Kandidat: Spiegelung R an Achse durch 1y,

R = Zq)alllpin — L

Die Drehung

G = R - Uy ist Drehung um den Winkel 0, wobei 8,/2 der Winkel zwischen den
Spiegelungsachsen 1, und Pp,g ist:

N—-—M

cos(0/2) = N

G heiBBt Grover-lteration.

(8.2-4) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

Satz. (Grover 1996, Boyer/Brassard/Hoyer/Tapp 1998)
Sei M < N /2. Dann gilt fiir den Zustand

Pk = GV = o Wbad + BrWgood, ok, Pr € R,

nach der Anzahl k an lterationen mit

g

0 4V M
die Abschatzung
2 2 2 M 1
Bi = cos (arccos vM/N — ke) > cos“(0/2)=1— N > 7"

AnschlieBende Messung in der Rechenbasis liefert daher mit mindestens 50%
Wahrscheinlichkeit ein x € S.




(8.2-5) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

Beweis.

Es gilt nach Konstruktion

| kO —arccos/M/N| < 0/2,
~A— g -~ J
Drehwinkel von G* idealer Drehwinkel

so daB wegen M < N/2

BZ = cos® (arccos vM/N — ke) > cos?(0/2) =1— % > %

Aus der einfachen Abschitzung 0/2 > sin(0/2) = «/M/N folgt

k:{amm%m{“ N]

0 20 4\ M

(8.2-6) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

Fazit

Der Quanten-Suchalgorithmus braucht nur

# Suchschritte = O(1/N/M)

statt der O(N /M) eines klassischen Algorithmus. Dies ist zwar keine
exponentielle, so doch eine substantielle Beschleunigung mit einer enormen Fiille

an moglichen Anwendungen.

Fragen

e effizienter Schaltkreis fiir R = 21|)a||1|)

all

e ist die Anzahl der Suchschritte noch verbesserungsfahig?

e was kann man tun, wenn M nicht a priori bekannt ist?




(8.2-7) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

Schaltkreis fiir R.

Wegen U = HO™ |0) gilt R = HE™ (2[0)(0] — T) HE™,

- 7

~~
:R*

Dabei rechnet man sofort nach, daB

R. x) x) falls x = 0,
x| X) =
—|x) sonst.

Lemma. Fir R, gilt ein einfacher Schaltkreis mit O (n)-Gattern,

R, = —X®" CnT(z) X,

Bemerkung. Die Phasenverschiebung um 7t hat keinen EinfluB3 auf den
Algorithmus von Grover und braucht daher nicht implementiert zu werden:
X&m Cn—1(Z) X®™ statt R, geniigt.

(8.2-8) DER QUANTEN-SUCHALGORITHMUS

Beweis.

Fir die Pauli-Matrix Z gilt
Z¢[g) = (1) [g),

also fiir die (n — 1)-fache Steuerung C™'(Z2)

(—X®“ ch1(2) X®“) X7 ... Xn)
=—X1...Xn_1)® XZTxaA AT ) Xn)

= —(=1)(TaAATXR] |y e Xn—1) ® X2|xn>

_ (_1 )(x1\/...\/xn

) Ix; oo Xn) = Ry X1 ..0xn)

Nach (2.7-9) l4Bt sich C™~'(Z) durch O(n) elementare Gatter darstellen.




(8.3-1) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Die Schwierigkeit

Die Wahl der richtigen Anzahl k an Grover-Iterationen ist entscheidend fiir den
Erfolg der Quanten-Suche.

It is like cooking a soufflé. The state is placed in the ‘quantum oven’ and the
desired answer rises slowly. You must open the oven at the right time, neither
too soon not too late, to guarantee success. Otherwise the soufflé will fall—the
state collapses to the wrong answer.

—Kristen Fuchs zitiert von Andrew Steane (1997)

Die Wahl des richtigen k basiert auf der a priori Kenntnis von M.

Frage: Wie soll man k aber wahlen, wenn M unbekannt ist?

(8.3-2) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Beispiel

Eine falsche Wahl kann zum Desaster fiihren...

Groverscher Algorithmus:  Erfolgswahrscheinlichkeit (N = 8192, M = 1)
100

80
60

a0

.,MmfﬁﬂﬂmmHWH

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Anzahl der Grover-Iterationen k; Wahl bei a priori Kenntnis vonM: kom =71

Wahrscheinlichkeit [in %]

Groverscher Algorithmus: Erfolgswahrscheinlichkeit (N = 8192, M = 99)
100

80
60

a0

° %? Tﬁ ‘L J‘ hf QJ " ‘L Tﬂ h ?ﬂ

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Anzahl der Grover-Iterationen k; Wahl bei a priori Kenntnis vonM: kopl =7

Wahrscheinlichkeit [in %]




(8.3-3) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Beobachtung

Eine zufdllige Wabhl fihrt zum Erfolg...

Groverscher Algorithmus: Erfolgswahrscheinlichkeit (N = 8192, M = 1)

100 T T T T

g gol

= 80

g ool

2

£

2 40+

@

% 20

i il
0 o???ﬁﬁﬁﬁ
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Anzahl der Grover-Iterationen; mittlere Erfolgswahrscheinlichkeit = 28.0%
Groverscher Algorithmus: Erfolgswahrscheinlichkeit (N = 8192, M = 99)
100 T T T T T

g gol

= 80

g ool

]

£

2 40+

2

% 20

i L, L LU
o T T? i 9. I qT T ! Al .1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Anzahl der Grover-Iterationen; mittlere Erfolgswahrscheinlichkeit = 47.5%

(8.3-4) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Allgemeiner Quanten-Suchalgorithmus
I. wihle k € {0, ..., k. } zufillig (gleichverteilt)
2. fihre Grover-Algorithmus mit k Iterationen aus ~ x
3. falls f(x) = 1: success

4. sonst: failed

Satz (Boyer/Brassard/Hoyer/Tapp 1996).

Es sei 1 < M < N. Fiir k, = [v/N/2] ist die Erfolgswahrscheinlichkeit des
Algorithmus > 25% + O(N—1).

Wird der Algorithmus bis zum Erfolg wiederholt, so gilt

E(# Suchschritte) < VN + O(N~1/2).




(8.3-5) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Beweis.

GemalB (8.2-4) betragt die Erfolgswahrscheinlichkeit nach genau k Grover-Iteration

wegen sin(0/2) = /M/N
px = cos” (k@ —arccos /M/N) =sin” ((k + 1/2)6).

Also ist die Erfolgswahrscheinlichkeit des allgemeinen Quanten-

Suchalgorithmus
1 kel Ko —1
— — a2
pErfoIg—k_>I< Z pk—k_* Z sin ((k—l—]/Z)e)
k=0 k=0
1 sin(2k.0) - 1 1
2 4k,sin® T 2 4dk,sin®’

(8.3-6) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Beweis — Fortsetzung.

Nun ist fir k, = [\/N/Z]

4k, sin© = 8k, - sin(0/2) - cos(0/2) > 4VN - /M/N - /(N — M)/N.
FirT< M <N —1gilt
VM-VN =M >N -1,
und daher insgesamt

1 1 11 [N
>~ — >y = N-T).
Peroe 2 5~ g sng ~ 2 4\ N—1 4 0N




(8.3-7) QUANTEN-SUCHE BEI UNBEKANNTER ANZAHL

Beweis — Ende.

Der allgemeine Suchalgorithmus bendtigt im Mittel die Anzahl

an Grover-Iterationen und muB3 erwartete 1/pgroi; Male wiederholt werden.

Also gilt

<

ke — 1 1 N
4

E (# Suchschritte) = (4+0O(N"1))

= VN +O(N"1/2),

(8.4-1) ENTSCHEIDUNGSPROBLEME

Gibt es welche (M > 1) oder nicht (M = 0), das ist die Frage...

... was kann geschlossen werden, wenn nach r-facher Wiederholung des
allgemeinen Suchalgorithmus kein Element gefunden wurde?

In der Literatur findet sich haufig die Behauptung, da3 in dem Fall aus Satz (8.3-4)
sofort folgen wiirde:

(Wahrscheinlichkeit fir M =0) > 1— (3/4)".

Dem ist nicht so!

Es handelt sich um einen auch unter Mathematikern weit verbreiteten Irrtum im
Umgang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten.




(8.4-2) ENTSCHEIDUNGSPROBLEME
Analyse

Satz (8.3-4) liefert lediglich, daB
P(kein Erfolg nach r Versuchen | M > 1) < (3/4)",
Die Behauptung hingegen will die Aussage treffen, daf3

P(M > 1| kein Erfolg nach r Versuchen) < (3/4)".

Der Satz von Bayes besagt aber (F = kein Erfolg nach r Versuchen):

PM>1[F) = FIM=DPM=T)

(8.4-3) ENTSCHEIDUNGSPROBLEME

Nur mit a priori Wissen uber die Wahrscheinlichkeiten

ist eine sinnvolle Aussage der gewiinschten Art moglich!

Beispiele
e p = 0. Hier gilt: P(M > 1 | kein Erfolg nach r Versuchen) = 1.

e p = 1/2. Dies entspricht maximaler Unentschiedenheit zwischen den beiden
Alternativen M = 0 oder M > 1. Es gilt:

BAT
14+ (3/4)" (3/4)".

Diese Wahl von p ist wohl der ,instinktive“ Hintergrund des Fehlschlusses in
(8.3-9).

P(M > 1 | kein Erfolg nach r Versuchen) <




(8.5-1) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Satz (Boyer/Brassard/Hoyer/Tapp 1996).
EsseiM = 1.

Gegeben sei irgendein Quanten-Suchalgorithmus ,,Brand X", der k Suchanfragen an
das Orakel Uy richtet.

Liegt unabhingig von f nach abschlieBender Messung eine Erfolgswahrscheinlichkeit
von mindestens 50% vor, so ist

k> cvN (1 +0(1)), c=03244....

Bemerkung.

Die untere Schranke k = @(y/N) ist sogar zwei Jahre dlter als der Algorithmus von
Grover (Bennett/Bernstein/Brassard/Vazirani 1994).

(8.5-2) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Beweis — der Rahmen.

e ecindeutiges Suchergebnis zum Orakel f sei x

e Suchalgorithmus ,Brand X*:
— zusammengesetzt aus Superoperatoren und Suchanfragen

— Superoperator nach (1.13-11) als unitirer Operator mit anschlieBender

partieller Messung (Ausspuren...) aufgefaBBt
— Teilmessungen werden nach (2.4-8) ans Ende des Algorithmus verschoben

also ist Zustand vor der Messung am Ende des Algorithmus

P =Vi(IoUs) Vi1 (I@Us) ... (I®Uf) Vi (I®Us) Vol0),

mit unitdren ,,Zwischenschrittoperatoren Vp, ..., V.




(8.5-3) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER
Beweis — die Strategie.

Betrachte den Suchalgorithmus ,.Brand X* als Storung des Orakel-unabhiangigen
Ablaufs
P =V - Vi ... - V1 -V |0)

und studiere die GroBe
AV =D Ihbi — bl
xX
e Storungsrechnung (Lineare Algebra): Ay = O(k).

o Ay ,zu klein® macht die 1 ,,zu unabhiangig* von x, einen Erfolg ,,zu

unwahrscheinlich®.

Erfolgswahrscheinlichkeit von mindestens 50% liefert so eine untere Schranke:

Ay =O(VN).

Resultat: k = O(v/N).

(8.5-4) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Beweis — die obere Abschatzung.

Zweifache Anwendung der Dreiecksungleichung liefert:

A1 = (Z (T @ Uy _1|)kH2)1/

N1/2
< ( ([0 U0} = b + (1o Us — D))
IR —2(ex )|
/2 5 1/2
< (X ii- o) 2 (X e will?)
) A T e
< Ax+2.

Wegen Ay = 0 folgt hieraus sofort Ay < 2k.




(8.5-5) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Beweis — die untere Abschdtzung.

Zweifache Anwendung der ,,umgekehrten Dreiecksungleichung liefert fiir ein

geeignetes System orthonormierter Vektoren {¢dy }x:

e = (g —wd?) = (b b — 0t - 00)l2)

1/2
S b= bull — 103 — bul[)

(
> (e anl?) T (X k- l?)

7 . 7

~" ~"

Wir missen Ey nach unten und Fi nach oben abschatzen.

(8.5-6) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER
Beweis — die Abschdtzung von Ey nach unten.

Zunachst gilt

e = dull® = 2= 2R(s, i) = 2= 2{ps, Wic)l-
Also folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Ef =) bk —dull® 22N =2) T-[dx, bi)]

1/2 1/2
>IN —2 (Z 12> : (Z <d>x,1bk>2>

<=1
> 2N —2vN =2N (1 + o(1)).

Somit By, > V2N (1 +0o(1)).




(8.5-7) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Beweis — die Abschdtzung von Fy nach oben.

Zunichst gilt
[k = &l = 2 = 2%{bx, b0).
Wir miussen also R(d,,P5) nach unten abschitzen.
Hier kommt die Erfolgswahrscheinlichkeit von mindestens 50% ins Spiel:

Die SchluB-Messung.

Nach der allgemeinen Begriffsbildung von ,,Quanten-Zustand®, ,,Ergebnis® und
»,Messung” sind den Ergebnissen x € X paarweise orthogonale ON-Projektoren P,
zugeordnet, fiir die also gilt

(Pxr, bg) > 1/2.

(8.5-8) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Beweis — das Ende.

Spezifizieren wir jetzt das System {dy }x von orthonormierten Vektoren durch
bx = lel)ﬁ/Hlel)ﬁH, so gilt

(P, WE) = (Pb, 02 > 1/V2, g — dxlI* <£2-V2,

und damit

Fo= (I —oul?) < V2 V2N,

Zusammenfassend gilt mit E, > v2N (1 4 o(1))
2k > Ay > Ex —Fe > 2cVN(1+0(1)), c= <f2— 2—ﬁ> /2,

d.h. die Behauptung k > c¢v/N (1 + o(1)).




(8.5-9) OPTIMALITAT DES ALGORITHMUS VON GROVER

Bemerkung.

Falls der Suchalgorithmus ,,Brand X* die Erfolgswahrscheinlichkeit maximiert, so
hat Zalka 1999 gezeigt, daB3 gilt

k> cvN (14 0(1)), c=m/4=0.785....

Da der Algorithmus von Grover derart ,erfolgsmaximal“ ist und im vorliegenden

Fall M = 1 genau k ~ 71v/N /4 Suchanfragen erfordert, ist er asymptotisch exakt
optimal.

(8.6-1) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Das Paritatsproblem

Gegeben ein Orakel f, : X — {0,1}, d.h. f = (=) : X — {1, +1}.
o X|=N=2"
e S={xeX:f,(x)=1}={xeX:f(x)=-—1}

Orakel kann als Quanten-Black-Box befragt werden, d.h.

Us : [x) — f(x) [x)

liegt als Quantenschaltkreis polynomieller Komplexitat vor.

Aufgabe: st |S| gerade oder ungerade, d.h. ist

par(f) = Hf(x) = +1 oder = —11?




(8.6-2) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Klassische Algorithmen. (deterministisch und probabilistisch)
e das Ergebnis hangt von allen Antworten f(x), x € X, ab
e weniger als N Anfragen bedeuten, das Ergebnis nur ,;zu raten*

Komplexitdt: genau N Anfragen an das Orakel.

Quantenalgorithmen.

e N=2: Deutsch-Jozsa-Algorithmus (3.1-9) liefert Antwort nach einer
einzigen Anfrage an das Orakel U¢

e N > 2 bilde Gruppen von N /2 Paaren {x¢p, X1} ~ Fall N = 2

Dieser Quantenalgorithmus bendtigt genau N /2 Anfragen.

...geht es besser? Nein.

(8.6-3) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Satz (Farhi/Goldstone/Gutmann/Sipser 1998).

Gegeben sei irgendein Quantenalgorithmus ,,Parity", der
k < N/2 Suchanfragen

an das Orakel Uy richtet.

,»Parity* liefere fiir alle Orakel f die richtige Paritdt mit einer Wahrscheinlichkeit
Pt > 50%.

Dann gilt:
Pf = 50%

Interpretation

Ein brauchbarer Quantenalgorithmus mit k < N /2 wire genauso gut wie ,,pures
Raten” ohne Befragung des Orakels.




(8.6-4) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Beweis — der Rahmen.

Wie bei (8.5-2) und (8.5-7) gilt

e Zustand vor der Messung am Ende des Algorithmus ,,Parity"

Pe=Vie(I®Us) Ve (I Uyf) ... (T@ Ug) Vi (T® Ug) Vo [0)

e Messung der Paritit 41 ist durch einen ON-Projektor P gegeben, so daB gilt

(Piwe,Pg) > 1/2 fiir par(f) = +1,
(Pive, Ps) <1/2 fiir par(f) = —1.

(8.6-5) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Beweis — Fortsetzung.

Spektralzerlegung

Us = Z f(x)Px, Px ON-Projektor auf Basisvektor |x).

Eingesetzt in die Messwahrscheinlichkeit (P ¢, U¢):

(Pybr, ) Z D VP VIV P VP

X2k
2k

Vi Pror Vet o Vi Py, Vo l0) - | [ F(x5)

j=1

2k
= Z D - [ [0,
X2k j=1

mit von f unabhingigen Koeffizienten oy, . x,,-




(8.6-6) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Beweis — Fortsetzung.

Demnach gilt
D> (Pabnbr) - (Pybe, be)
f:par(f):—H\w_/ fipar(f)=— 1\w—/

>1/2 <1/2

=Y par(f) (P, dy)
-

:Z-- Zocx] Zpar HfXJ

X1 X2k f
N\ g

=0 fiir Zk <N

Wire auf der Seite ganz links auch nur eine Ungleichung bzgl. 1/2 strikt, so wire

diese Seite echt groBer 0.

Also gilt (P ¢, P¢) = 1/2 fiir alle f.

(8.6-7) GRENZEN VON QUANTEN-ALGORITHMEN

Beweis — Ende.

Fir 2k < N gilt
2k 2k
> par() [ [f05) =3 TT 100 [ f0x) =o.
f j=1 f xeX =1

Denn es gibt mindestens ein x,. € X, welches nur ein einziges Mal in dem
Doppelprodukt als Argument von f auftaucht. Nun gibt es zu jedem f genau einen
Partner f’, welcher sich nur im Vorzeichen beim Argument x, unterscheidet, so
daB

2k
I1fx H )+ [0 []f(x) =0
xeX j=1 xeX j=1

Arrangiert man die Summe Uber alle f als Summe Uber alle verschiedenen Paare
(f, '), so folgt die Behauptung.




