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Zusammenfassung.Wir zeigen, wie sich die schwach*-Konvergenz beseikter Folgen
eines DualraumsX’ durch Normen charakterisierenaisst, sofern der BdualraumX
separabelist. Auf diese Weise lassen sich interessante Anwendungen der schwach*-
Topologie bereits aus der Theorie normiertgiuRe herleiten — ein Vorteil etwalrf
einfihrende Vorlesungen in die lineare Funktionalanalysis, in welcher lokalkondaxa®

nicht thematisiert werdendkinen. Wir diskutieren die Anwendung des Satzes von Krein-
Milman in seiner Fassundgjf normierte Rume und geben elementare Beweise des Lemmas
von Schur sowie einer Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas.

Einleitung

In vielen Anwendungen der Funktionalanalysis erweist sictS@gz von Alaoglu

also die schwach*-Kompaktheit der Einheitskugel eines Dualralifsls eine
wichtige Quelle von Existenzaussagen. In dieser Allgemeinheit ist der Satz eine
Aussagdiber die vonX induzierte lokalkonvexe Topologie aif’, berbtigt also

die Theorie lokalkonvexer &ime.

Beschankt man sich jedoch auf den FakparablerPradualaume X, so ist
die schwach*-Topologie auf der Einheitskugel metrisch und Kompaktheit daher
aquivalent zur Folgenkompaktheit. Formuliert man den Satz von Alaoglu nun di-
rekt in diesem Sinne, so &t man den klassisché&atz von Banach-Alaogl&r
einen separablen normierten Raukhbesitzt jede beschnkte Folge inX’ eine
punktweise konvergente (d.h. schwach*-konvergente) TeilfSlgéormuliert be-
sitzt der Satz eine einfache Herleitung aus dem Satz von #&#stoli und ist
fur die meisten Anwendungen auch hinreichend stark: Erstens, weil die typischer-
weise benutzten Duaume separable Bidualaume besitzen, und zweitens, weil
Folgenkompaktheit vielfach ausreicht. In einer @menden Vorlesungber linea-
re Funktionalanalysis wird man sich daher meist mit dieser Version des Satzes von
Alaoglu begriigen.

Ein wichtiger Satz und seine Anwendungen bleiben bei diesem Vorgehen aber
aul3en vor, amlich derSatz von Krein-Milmariiber die Existenz von Extremal-
punkten kompakter konvexer Mengen. Bss$t sich zwarlfr normierte Rume ein-
fach beweisen, interessante Anwendungen liefert aber erst seine Formuli@rung f
lokalkonvexe Rume in Zusammenhang mit dem Satz von Alaoglu — so jedenfalls
lautet die Lesart in den bekanntefi@ern zur Funktionalanalysis.
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Die vorliegende Arbeit macht nun einen einfachen Vorschlag, wie der Satz
von Krein-Milman, formuliert &ir normierte Rume, dennoch elementairfin-
teressante Anwendungen nutzbar gemacht werden kéam:charakterisiere die
schwach*-Konvergenz besé@mkter Folgen durch geeignete Normekuch tiber
den Satz von Krein-Milman hinaus besitzt dieser Vorschlag eiilie interessan-
ter und riitzlicher Eigenschaften, welche wir thematisieren wollen.

In Abschnitt 1werden wir eine Familie von Normen zur Charakterisierung
der schwach*-Konvergenz beséhnkter Folgen eirithren. Die Beweise dieses Ab-
schnitts sind komplett elementar. Abschnitt 2zeigen wir, wie man den Satz von
Krein-Milman in seiner Formulierungif normierte Rume so anwenden kann,
dass er interessante Ergebnisse zu Tégdeft. Unter anderem kann man zum
Satz von Ljapunov und seinen Anwendungen in der Theorie der Optimalsteuerung
gelangen. InAbschnitt 3geben wir einen elementaren Beweis desnmas von
Schur dass schwach konvergente Folgen im Folgenréunormkonvergent sind.

Hier machen wir iniberraschender Weise Gebrauch von den zuvor dihgtein
Normen. Einziges zu@gzliches Hilfsmittel ist der Baire’sche Kategoriensatz. In
Abschnitt 4verallgemeinern wir die bisher betrachtete Familie von Normen, indem
wir einen Zusammenhang mit kompakten Einbettungen herstellerdr8wek wir
zeigen, dass die Separaliititdes Padualraumsifr unsere Methodikotwendig

war. Zudem erhalten wir etwdlf die Soboleviiume naheliegende und einfach zu
handhabende Vertreter der Normfamilie.Abschnitt Swenden wir die Normen

an, um eine Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas sehr direkt
aus einer einfachen Absatzung von Fourierkoeffizienten zu beweisen Al
schnitt 6zeigen wir schlieBlich, dass die hier vorgestellten Familien von Normen
neben ihrem Nutzen zur Charakterisierung der schwach*-Konvetgeschénk-

ter Folgen wohl keine interessante kanonische Strukturgank X’ induzieren.

Enge Verwandte innerhalb der Familien von Normen sind réchtivalent, und

der einfachste Vorschlag, eine kanonische Norm aus diesen Familien zu konstru-
ieren, fihrt direkt zuiick auf die Operatornorm.

1. Eine Familie charakterisierender Normen

In fortgeschrittenen Texten zur Funktionalanalysis wird bewiesen, dass die
schwach*-Topologie auf bescmkten Teilmengen voX’ genau dann metrisier-

bar ist, wenn der RidualraumX separabel ist [3, Theorem V.5.1]. Nimmt man
eine Folger = (x) mit X = Span o, so lautet eine oft angegebene Metrik:

_Ooi (E—y)( )| Y /
@)= F T Y Y

Zuweilen wird beobachtet [9, Aufgabe VIII.6.15(e)], dass sich diese Meifik f
einebeschankteFolges vereinfachendsst zuiquivalenten Metrik

=> 27 K@ — ) (@), 2y €X'
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Tatsachlich sind wir jetzt nur einen kleinen Schritt von einer Norm entfernt.
Hier beginnt unsere Geschichte.

Lemma 1. Es seiX ein separabler normierter Raum. Eine Folgein der Ein-
heitsspkire Sx heisst separierend, fallX = span o gilt. Flr eine separierende
Folgeo = (xy) definiert

oo
loflly = S 27 Mo/ (@), @ € X,
k=1

eine Norm auf dem Dualrautk’. Es gilt die Abschtzung||z’||, < ||2/|.

Beweis. Als absolut konvergente Reihe von Halbnormén— 2|2/ (z;)| defi-
niert auch|| - || eine Halbnorm auf(’. Falls nun||z’||, = 0 ist, so istz’(x}) = 0
fur allek € N undz’ verschwindet daher agpan o. Da dieser Unterraum dicht
in X liegt, folgt sofortz’ = 0. Also handelt es sich um eine Norm. Ba= (xy)
Folge inSy ist, kdnnen wir wie folgt abschizen:

oo (oo}
l2'lle =) _27*a' (@) < I/l - )27 =l ©
k=1 k=1

Mit Hilfe dieser Normen Bnnen wir nun die schwach*-Konvergenz begotk-
ter Folgen inX’ charakterisieren.

Theorem 1. Es seiX ein separabler normierter Raum unrdeine separierende
Folge in Sx. Fir eine| - ||-beschénkte Folge(x/,) in X’ konvergiertz!, = z’
genau dann, wenfw!, — 2’|, — 0.

Beweis. Ohne Einschiinkung dirfen wir 2’ = 0 annehmen. Die Folgér!,) sei

durchM > 0 beschankt. Es konvergiere nurf, - 0. Zu einem beliebig geiahl-
tene > 0 gibt es also Zahlehky, ng € N, so dassiirn > ng gilt

o ko
ook <eaM, Y 27 al (a)| < €/2

k=ko+1 k=1

Insgesamt erhalten wir s@ifn > ng

o0 ko
laplle <MY 27 + > 27Ra) (an)| < Me/2M + €/2 =,
k=ko+1 k=1

also die gewinschte Konvergenz in dér- || ,-Norm. Es konvergiere nun anderer-
seits||2/, ||, — 0. Dafur allek € N

|2, (zk)| < 28| ]le — 0,  n— oo,

gilt, ist z),(x) — 0 fur allex € D = span o. Dieser UnterraunD liegt aber dicht
in X, so dass aus der Beséhktheit der Folgéz!,) schlie3lich die Konvergenz

x! (z) — Ofuraller € X folgt, d.h.z/, 0. O

n
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Der Bequemlichkeit halber stellen wir noch einige unmittelbare Folgen zusam-
men.

Korollar 1. Es seiX ein separabler normierter Raum umndeine separierende
Folge inSx.

(@) Eine]| - ||-beschénkte MengeK C X' ist genau dann schwach*-folgen-
kompakt, wenn sie kompakt ist bglich der|| - ||,-Norm.

(b) Die EinheitskugeBx . ist kompakt in X", || - ||5).

(c) Furdim X = oo sind die Normerj| - || und|| - ||, auf X’ nichtaquivalent.

(d) Istdim X = oo, soist(X’, || - ||») nicht volls&ndig.

(e) Istdim X = oo, So gibt es eine Folger!,) in Sy, mitz/, = 0.

Beweis. (a) Dies folgt unmittelbar aus Theorem 1.

(b) Da ausz!, - z’ sofort die einfache Abséhzung||z’|| < liminf || ||
folgt, ist die EinheitskugelB x- .|y schwach*-folgenabgeschlossen und daher
nach dem in der Einleitung angegebenen Satz von Banach-Alasghwach*-
folgenkompakt. Also liefert uns (a) das Ergebnis.

(¢) B(x,). ist nach dem Lemma von Riesz nicht kompakt XV, | - [|), da
wir X als unendlichdimensional vorausgesetzt haben.

(d) Der Dualraum(X”, || - ||) ist ein Banachraum. ¥fe auch X', || - ||) ein
Banachraum, so zeigte eine Konsequenz des Satzes von der offenen Abbildung,
dass die einseitige Absatzung||z’||, < ||2’| bereits dieAquivalenz der Normen
|| -] und]|| - ||, implizierte. Letzteres &nde im Widerspruch zur Aussage von (c).

(e) Da die einseitige Absétzung||z’||, < ||2|| gilt, beide Normen aber nach
(c) nichtaquivalent sind, gibt es zu jedeme N einz), € Sx/ mit ||z}, ||, < 1/n.
Nach Theorem 1 gilt daher, = 0. O

Die Aussage (e) des Korollars gilbrigens grund#zlich, auch wenn wir die
\Voraussetzung der Separaldtitan X fallen lassen. Dies zeigt der tiefliegende
Satz von Josefson-Nissenzweig dem Jahre 1975, vgl. Diestel [2, Kapitel XII].

Im hier betrachteten Falle separableiure lieRBe sich eine Folge’,) mit den
gewlnschten Eigenschaften alternativ auch mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach
konstruieren: Es seiefl; C E5 C ... endlichdimensionale Untérume, deren
lineare Hille dicht in X liegt. Nun wahle marnz], € Sx/ mita),|g, = 0.

2. Der Satz von Krein-Milman

Wir rufen kurz einige Begriffe ins Géathtnis. Es seM C X Teilmenge eines
VektorraumsX. Ein Punktr € M heisstExtremalpunktler MengeM, wenn aus
x=My+ (1—-XN)zmitA €]0,1[undy, z € M stetse = y = z folgt. Die Menge
aller Extremalpunkte voi/ bezeichnen wir mitx M.

Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach und des Zorn’schen Lentsasgich
nun auf anderthalb Buchseiten wie bei Heuser [5, Satz 43.4] folgenderiBatz f
normierteRaume beweisen.

! Elementare Beweise mit Hilfe des Satzes von Aaz&scoli finden sich etwa bei Wer-
ner [9, Aufgabe I11.5.18] oder Rudin [8, Theorem 11.29].
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Theorem 2 (Krein-Milman). Es seiK eine nichtleere, kompakte und konvexe
Teilmenge des normierten Raud¥sund ex K die Menge ihrer Extremalpunkte.
Dann ist

ex K # 0, K =tconv ex K.

In dieser Form scheint der Satz keine interessanten Anwendungen zu besitzen, gibt
es doch in den klassischen normiertéauRen unendlicher Dimension kaum inter-
essante kompakte Mengen. Interessante kompakte Mengen liefert erst der Satz von
Alaoglu — kompakt in der schwach*-Topologie, welche sich leider nur im Rahmen
lokalkonvexer Riume behandelrasst. Deshalb wird der Satz von Krein-Milman
meist fir lokalkonvexe Rume formuliert und bewiesen, so auch bei Heuser [5,
Abschnitt 66], 104 Seiten nach der Versiam fiormierte Rume.

Die unkonventionellen Normen auf’ des vorangegangenen Abschnitts er-
lauben jedoch, unmittelbar im Rahmen normiertéuRe zu einerifr die Anwen-
dungen interessanten Variante des Satzes zu gelangen.

Korollar 2. Es seiX ein separabler normierter Raum urfd eine nichtleere, be-
schiankte, konvexe und schwach*-folgenkompakte Teilmenge des Dualfaums
Dann ist

ex K # (), K =ctonv’ ex K,

wobei ders-Abschluss im Sinne der schwach*-Folgenabgeschlossenheit zu verste-
hen ist. Speziell erhalten wir

exBx: # 0, Bx' =conv’ ex Bx'.

Beweis. Wir wahlen eine Nornj| - ||, fur X’ wie in Lemma 1. Korollar 1 zufol-
ge ist K kompakt beiglich dieser Norm. Nach dem Satz von Krein-Milmam f
normierte Riume gilt daher

K =convll'le ex K, ex K # 0.

Da es sich um beschnkte Mengen inX’ handelt, &llt nach Theorem 1 der Ab-
schluss in de}-||,-Norm mit dem schwach*-Folgenabschluss zusammen. Schlief3-
lich erfullt die MengeK = B(x- .| die notigen Voraussetzungen, wie in Korol-
lar 1 gezeigt wurde. O

Damit steht die Tr zu interessanten Anwendungen weit offen. Aus déleFder
Moglichkeiten greifen wir zwei heraus.

Beispiel 1. Es seiX ein separabler Banachrauniirfwelchenex Bx = 0 gilt.
Dann kannX zu keinem Dualraum eines normierten Raums isometrisch isomorph
sein.Ware ramlich X = Y’, so wareY ebenfalls separabel und deshalb nach
Korollar 2ex Bx # () im Widerspruch zur Annahme. Beispiele separabkuiRe

mit der Eigenschaftx Bx = () sind etwaco, und L[0, 1] [9, p. 350], oderk (¢?)

[9, Aufgabe VIII.6.24].
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Beispiel 2. Es seif? ¢ R? eine offene Teilmenge. Dann ist (§2) separabel und
daher Korollar 2 aufL>°(£2) = (L(£2))" anwendbar. Indem man worbatlich
dem Ublichen Beweis [9, Satz VII1.4.8] folgtakst sich aus dieser Anwendbar-
keit des Satzes von Krein-Milman nun d8atz von Ljapunobeweisen:Sind
fi,--., fn € LY(£2), so ist die Menge

K= {(/Efl(x)da:,... ,/Efn(x)dx> :Echessba} C R"

kompakt und konveRieser Satz steht in eineaufRerst engen Zusammenhang mit
dem,Bang-Bang-Prinzip* der linearen Optimalsteuerung [4, Theorem 8.2]. Unser
Zugang zum Satz von Krein-Milman etiglicht daher, in einer Eitifrung in die
lineare Funktionalanalysis diese interessante Anwendung oticlegRff auf die
Theorie lokalkonvexer Bume anzusprechen.

3. Das Lemma von Schur

Dain reflexiven Rumen die schwache Konvergenz und die schwach*-Konvergenz
zusammenfallenjibertragen sich in diesendBmen unsere bisherigen Resultate
natirlich auf schwach konvergente Folgen.

Andererseits besagt nun aber eines der vielen nach Schur benannten Lemma-
ta, dass in nichtreflexiven@®men komplett andere Strukturen vorliegé&miken.
Speziell zeigt sich, dass Teil (e) des Korollargil die schwache Konvergenz von
Folgen in/! falsch sein muss, da diese mit der Konvergenz in der Norm zusam-
mengllt. Dieses fundamentale Resultasst sich eigefitnlicherweise mit Hilfe
der in Abschnitt 1 eingéirten Familie von Normen recht elementar beweisen.
Einzige weitere Hilfsmittel sind die Separakilitvon/!, die Dualiait (> = (¢')’
und der Baire'sche Kategoriensatz.

Theorem 3 (Lemma von Schur).Eine Folge in /¢! konvergiert genau dann
schwach, wenn sie in der Norm konvergiert.

Beweig Da aus der Konvergenz in der Norm sofort die schwache Konvergenz
folgt, brauchen wir nur die Umkehrung zu zeigen. Zur Vorbereitung bemerken wir,
dass/! separabel ist und der Dualrauftt = (¢*)’ nach Lemma 1 und Korollar 1
durch

2'lo =D 27 ' (k), 2’ €,
k=1
so normierbar ist, dass die Einheitskug&}- .., kompakt in(¢>, | - ||,) ist.

Dabei bezeichnet' (k) die kte Komponente der Folgé < ¢°°.
Es sei nun eine Folger,,) in /! gegeben,iir welchez,, — 0 gilt. Wir definie-
ren

F, = {CL‘/ S B(eoc,HHx) : |£L‘/(l‘n>| < 6/3 Vn > k}

2 Der hier gefihrte elementare Beweiertégt die von Holmes [6§18.C] im Rahmen
der Theorie lokalkonvexerd@&ime angegebene Argumentation.
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und bemerken, dass, schwach*-folgenabgeschlossen ist, also nach Theorem 1
auch in det| - ||o.-Norm abgeschlossen ist. Wegep — 0 gilt

B 110) = | Fi-
k

Aus dem Baire’schen Kategoriensatz schlieRen wir daher auf die Existenz eines
Index ko, so dassy, einen inneren Punki, € By~ |.||..) beZiglich der]| - ||,-
Normtopologie besitzt. Anders ausg@édkt gibt es eind > 0, so dassiir 2’ €

Be=| 1) 9ilt
2" — zpllo <0 = 2’ € Fp,.

Wir wahlenN € N und mit Hilfe der vorausgesetzten schwachen Konvergenz ein
ng > ko so, dassir allen > nyg gilt

o N
doo2h</2, D jaa(k) < /3.
k=N+1 k=1

Fur ein festes: > nq definieren wirz), € B ...y durch

T

(k) = { Folk) 1<k<N,
At sign g, (k) k> N.

Dann ist
2y, = aplle = D 27|l (k) —ap(k) <2 Y 27K <,
k=N+1 k=N+1

und daher!, € Fy,. Wegenn > k folgt hieraus

N )
Yoapk)za(k) + Y Jza(k)l| = |2 ()] < /3,
k=1 k=N-+1

also erst recht aufgrund va{ || <1

o) N
S fza(B) < e/3 4 |an(k)] < 2¢/3.
k=N+1 k=1

Insgesamt haben wir so gezeigt, ddgsif > ny
lznlle = |z (k)| <€
k=1

gilt und daherr,, — 0 in der|| - ||,»-Norm konvergiert. O
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4. Charakterisierende Normen und kompakte Einbettungen

Die in Abschnitt 1 eingéfhrte Familie von Normelj - ||, 1asst sich vom Stand-
punkt des Operator&d : (X', || - ||) — (X, || - |l») verallgemeinern. Diese Ver-
allgemeinerung dient zwei Zwecken: Erstens werden wir verstehen, dass die Se-
parabiliit des Raum& fur unsere Betrachtungemwtwendigst. Zweitens gelan-
gen wir zu einer gil3eren Klasse von Normen, welche in vielen konkretélteR
vertrauter sein idrfte und zu einfacheren Beweisen Anlass gibt. Zur lllustration
diskutieren wir im chsten Abschnitt, wie man mit unserer Methodik das verall-
gemeinerte Riemann-Lebesgue’sche Lemma beweist.

Ein Schlssel zur Verallgemeinerung der Normien||, liegt in der Beobach-
tung, dass es sich bei dem nach Korollar 1 kompakten OpefatotX’, || - ||) —
(X', - |l-) tatsachlich sogar um einesdjungiertenOperator handelt. Dazu muss
der Raum( X', ||-||+), welcher jaim allgemeinen als nichtvobstdiger Raum kein
Dualraum sein kann, in geeigneter Weise zu einem Dualrauémetgverden. Wir
stellen fest, dasdif die separierende Folge= (z;) der Operator

S(X o) = € =ch, @’ (270 (@),

isometrisch istDas réchste Lemma zeigt nun, dass der Oper&tor/d : (X', || -

) — ¢ ein kompakter, injektiver und adjungierter Operator ist. Wir werden dabei
den Beweis der Kompaktheit und Injekt&itunabkngig von den Resultaten des
Abschnitts 1 @ihren.

Lemma 2. Es seiX ein separabler normierter Raum und= (x;) eine separie-
rende Folge inSx. Dann definiert

o0
T, : (tg) — ZQ_ktkl‘k
k=1

einen linearen Operatoff, : ¢¢ — X. Der OperatorT, ist kompakt, ekillt
IT%]] < 1 und hat dichtes Bild. Der adjungierte Operator ist durch

T : X' =1t =), a' - (27% (x)),
gegeben, ist kompakt, injektiv undighf ||77 | < 1.

Beweis.Fury = (t) € ¢ gilt
oo o
IToyll < D2 tullen] < lylloo - D27 = [yl
k=1 k=1

Also ist T, wohldefiniert und es gilj7,|| = ||7.]] < 1. Genauso zeigt mariif
den Operator endlichen Rangs

N
TN : ¢y — span{zy,... ,on} C X, (tg) — Z2‘ktkaﬁk,
k=1



Normen zur Charakterisierung der schwach*-Konvergenz 255

die Absclatzung

oo
IToy = TNyl < oo - D> 27F =27Vylloe,
k=N+1

d.h.||T, —TY| <27 — 0fur N — co. DamitistT,, als Limes von Operatoren
endlichen Rangs kompakt. Nach dem Satz von Schauder ist auch der adjungierte
OperatorT, kompakt.

Es seien nun: € X unde > 0 beliebig gegeben. Dgan o dicht in X liegt,
gibt es eineabbrechend@&lullfolge y* = (t}) € co, S0 dass gilt

x — g tixy
k

Setzen wiry = (2*t}) € ¢y, so lautet diese Abséltizung aber gerade

<e.

|z = Toyll <€

womit die Dichtigkeit des Bilds vo, gezeigt vare. Hieraus folgt nach einem
allgemeinen Resultat [9, Satz I11.4.5] die Injektétitdes adjungierten Operators
T . Die konkrete Gestalt des Operat@tsfolgt unmittelbar aus der Identifikation
chy=0. O

Nach diesen Vorbereitungerdknen wir nun zeigen, dass separable normier-
te RAume durch genau solche Operatoren charakterisiert werden und dass so die
schwach*-Konvergenz bescmkter Folgen in eine Normkonvergenz transformiert
wird.

Theorem 4. Es seiX ein normierter Raum.

(a) X ist genau dann separabel, wenn es einen normierten Rdwmnd einen
kompakten linearen Operatdr : Y — X mit dichtem Bild gibt.

(b) IstT ein solcher Operator undz!,) eine beschinkte Folge inX’, so konver-
giertz/, = 2’ in X’ genau dann, wen#’z/, — T'z’ in Y’ konvergiert.

Beweis.(a) Lemma 2 zeigtifr separable RumeX die Existenz eines derartigen
kompakten Operators, : ¢ — X. Ist hingegen ein solcher kompakter Operator
gegeben, so gilt wegen des dichten Bildés= span 7' (By ). DaT kompakt ist,

ist T'( By ) kompakt und daher separabel. Somit gibt es ein@libare Menged,

so dasg'(By) = A. Also gilt erst rechtX = span A, d.h. X ist separabel.

(b) Wir bemerken, dass aus dem Satz von Schauder folgt, dasg alcm-
pakt ist. Ohne Einschnkung dirfen wir z = 0 annehmen. Es sei z&ohst
x!, = 0. Aus der Besclimktheit der Folgez/,) und der Kompaktheit vor™”
schlieBen wir auf eine Teilfolger;, ), far welchel”z;, - — y’ konvergiert. Es sei

nuny € Y beliebig geviahlt. Dann folgt einerseits aug, — 0

T o
T ':Enj (y) - xnj (Ty) - 07
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andererseits aut'z;, — y’

Tz, (y) — ' ().
Alsoisty’(y) = 0furalley € Y und damity’ = 0. Da dieser Grenzwert eindeutig
ist, durfen wir auf die Teilfolgenauswahl verzichten und halién/, — 0 gezeigt.
Es konvergiere nuff”z!, — 0. Firz = Ty € range T gilt daher

zy, (x) = x,(Ty) = T'z,(y) — 0.

Da das Bild vonT dicht in X liegt, folgt aus der Beschnktheit der Folgéz!,),
dass sogat’, (z) — 0 fur allez € X konvergiert, also gilt:, = 0. O

Nun kdnnen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 1 verallgemeinern.

Korollar 3. Es seiX ein separabler normierter Raum ufid: ¥ — X ein kom-
pakter Operator mit dichtem Bild, so definiert
' lle = T2, o' €X',
eine Norm aufx”.
(a) Isto eine separierende Folge ifix, so gilt||2'||, = ||2'||7,, 2’ € X'
(b) Furjedesz’ € X’ gilt die Absclatzung||z’||r < ||T|| - ||=]].
(c) Fureine| - ||-beschiankte Folge(’,) in X’ konvergiertz!, = ' genau dann,
wenn|jz), — 2’| — 0.
(d) Eine|| - ||-beschénkte MengeK C X' ist genau dann schwach*-folgen-
kompakt, wenn sie kompakt ist bglich der|| - ||-Norm.
(e) Die EinheitskugeB x- .y ist kompakt i X", | - |7).
(f) FOr dim X = oo sind die Normerj| - || und|| - || auf X' nichtaquivalent.
(9) Istdim X = oo, soist(X’, || - ||) nicht vollséndig.
Beweis.Es handelt sich um eine Norm, da aus der Dichtigkeit des Bildes von
T folgt, dassT” injektiv ist. Theorem 4 zeigt die Behauptungen (a)-(c). Die Be-
hauptungen (d)-(g) lassen sich nun wdittlich wie ihre Entsprechungeifiif die
| - |lo-Normen in Korollar 1 beweisen.O

Beispiel 3. Wir betrachten den Raui = L*(£2) fiir ein beschankte offene Teil-
mengef? C R?. Der Satz von Rellich liefert die kompakte Einbettung

T : H(2) — L' ().
Sie hat dichtes Bild, so dass der adjungierte Operator
T': L%(2) = (L)) — H'(82) = (H)(1))'
kompakt und injektiv ist. Digiblichen Identifikation lokal integrabler Funktionen

mit Distributionen zeigt, dass>(§2) auf diese Weise als Teilraum vdii—!(§2)
aufgefasst werden kann. Wir erhalten also die kompakte Einbettung

T : L>®(0) — H ()
und dahet| f||r = || f||gz-1 fur f € L>°(£2). Zusammengefasst liefert uns Korol-
lar 3 das folgende Resultat:

Lemma 3. Eine beschiinkte Folge inZ°>°({?) ist genau dann schwach*-konver-
gentinL®(£2), wenn sie in ~1(£2) bediglich der Norm konvergiert.
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5. Eine Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas

Wir kniipfen an das letzte Beispiel an und wollen acinst das klassiscli@emann-
Lebesgue’sche Lemniid, Absatz 5.14] herleiten. Dazu betrachten viir § £ 0
die Funktionere.(z) = exp(iz/e) in L>°[0, 2]. Es gilt

ee(z) = —iee(z),  lecllo =1,
und daher mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
27
I eclw)(e) dal
lecllp-+ = sup
peHL(0,27) ol e
7 ec@)!(2) da
=lel- sup
peHL(0,27) | e
< lel - llecllz> = le] v2m.

Das Beispiel des letzten Abschnitts zeigt, dass wir hieraugihe Folgee — 0
die Konvergenz

€c X0
erhalten. Genau dies besagt das Riemann-Lebesgue’sche Lemma.
Wir verallgemeinern jetzt dieses Resultat, indem wirdine beliebige Funk-

tion f € L*°(0,27), welche wir un®r-periodisch fortgesetzt denken, uag- 0
die Funktionen

fe(@) = f(x/e);  Nfelloo = [Ifllo
betrachten. In.2(0, 27) konvergiert die Fourierreine
r) = ch etke/e = ¢ 4 Z Ck €/ ()
k€L kEZ,kF#0

mit den Fourierkoeffizienterm;, der Funktion f. Mit obiger Absclatzung fir
|lec|l -1 erhalten wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der
Parseval’'schen Gleichung

Ife = collzr— < lelvV2r > el v () lle2z) -

kEZ,k#£0 Ikl
| |7T\[ | |7T\/67T
(Raly= | £l o

Beachten wir die Formeluf den Founer-Koefﬁmenteo, so gelangen wir mit
Lemma 3 zu folgender Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas:

Lemma4 ([1, Lemmal.1.2]).Seif € L*°(0,2x) periodisch auf ganR fortge-
setzt. Dann konvergiert

27
fwr) = L / f(z) da

2m
in L>°(0, 2) fur v — oo.
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6. Gibt es eine kanonische charakterisierende Norm?

Wir stellen uns nun die Frage, ob die neuartigen Normierungens/argendeine
gemeinsame Struktur offenbaren, welciber die Charakterisierung der schwach*-
Konvergenz beschnkter Folgen hinausginge. Gibt es gar unter den vorgestellten
Exemplaren eine ausgezeichnete, kanonische Norm?d2éste Satz beantwortet
diese Frageifr eine wichtige Klasse separablealine im wesentlichen negativ.

Theorem 5. Gegeben sei ein unendlichdimensionaler normierter Raumit ei-
ner normierten Schauderbasis= (). Dann gibt es eine Permutatiaf: N —
N, so dassiir die separierende Folge = (x4(;)) die Normen|| - ||, und || - ||
nichtaquivalent sind.

Beweis.Die ein-eindeutige Vorschrif)(2n) = 2™ lasst sich zu einer Permuta-
tion ¢ : N — N fortsetzen, daN \ {2!,22,23 ...} und die ungeraden Zahlen
gleichrchtig sind. r die Koeffizientenfunktionale, der Schauderbasis gilt

zi(zj) =0ij, 4,5=1,2,....

Wirde nun @r ein gewissed/ > 0 die Absclatzung||z’||. < M]|z’'||, fur alle
2’ € X' gelten, so hAtten wir fir allen € N die Ungleichung

272" = 27 |2hn (24(20))| = |2 |- < M|@helle = M- 272,
welche aberiir hinreichend gro3es falsch wird. O

Man konnte nun auf die Idee kommen, eine Unabbigkeit von der geéahl-
ten separierenden Folge dadurch herzustellen, dass man das Supiberualie
Normen|| - ||, betrachtet. Wie man sofort sieht, liefert diese Konstruktion wieder
eine Norm aufX’. Tatsachlich zeigt sich aber, dass man auf diese Weise nur die
Operatornorm auX’ rekonstruiert hat.

Theorem 6. Es seiX ein separabler normierter Raunt.(X') bezeichne die Men-
ge der separierenden Folgen 8. Ferner sei eine Folge . € X' (X) gegeben,
welche sogar dicht ity liegt. Fur alle 2’ € X' gilt nun

[’ = sup [2'llo = sup [la’[|,.
G'EE(X) O Teilfolge vono 4

Beweis.Aus der AbscBtzung (a) in Theorem 1 folgt sofort

sup l2’[lo < sup 2’|y < [l2]],

o Teilfolge vono 4 oc ( )

so dass es reichfz’|| nach oben durch das Supremiitrer die Teilfolgen vomwr,
abzuschtzen. Das, dichtin Sx liegt, gibt es fir gegebene8 # =’ € X', ¢ > 0
undz € Sx eine Teilfolges, = (xx) vono,, so dass

sup ||z, — x| < €/[]"]].
kEN
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Also ist
o o0
2 o, = 12" (@) | = D27 |2 (wx)| = Y 272 ()]
k=1 k=1
<Y 27! (g, — @)| < sup [l — ]| - [l <€
=1 keN

und daher

|2l = sup [¢'(x)| < sup a'l|s +e

TESX O Teilfolge vono

Dace beliebig war, gilt die Behauptung.O

Anmerkungen

Statt der Normen im Abschnitt 1 kann man allgemeitielf< p < oo Normen der Gestalt

o0 1/p
7)o = (Z 2‘“x'(mk)|f’>
k=1

betrachten. &r jede solche Norm behalten die Ergebnisse aus Abschnitt 1 ihre Richtigkeit.
In der Interpretation des Abschnitts 4 geén diese Normen zu den kompakten Einbettun-
gen

T,: X' —Y' =/, a'— (2771 (z)).

Insbesondere i€tX”, || - ||+,2) dann einPrahilbertraum Da wir hiervon in unserer Arbeit
keinen vereinfachenden Gebrauch machen konnten, haben wir auf diese Aligemeinheit ver-
zichtet und uns aufden FaJl- || = || - ||+,1 beschéankt.

Es erscheint aber, dass das Wissen uml|did, 2-Norm zur,Folklore" der Funktio-
nalanalysis gebdrt. So zeigt etwa Rosenthal [7, p. 8] durch ihre implizite Verwendung, dass
jede metrisierbare kompakte konvexe Menge affin bomorph zu einer normkompakten
konvexen Menge eines Hilbertraums ist. Andere, explizite Literaturstellen sind dem Autor
leider nicht bekannt.

Danksagung.Der Autor dankt Dirk Wernerir die Durchsicht einer Erstfassung des Ma-
nuskripts. Seine wertvollen Vors@de haben insbesondere die Darstellung von Abschnitt 6
wesentlich verbessert. Von ihm stammt auch der Hinweis auf die Arbeit von Rosenthal.
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