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Zusammenfassung.Wir zeigen, wie sich die schwach*-Konvergenz beschränkter Folgen
eines DualraumsX′ durch Normencharakterisieren lässt, sofern der PrädualraumX
separabelist. Auf diese Weise lassen sich interessante Anwendungen der schwach*-
Topologie bereits aus der Theorie normierter Räume herleiten – ein Vorteil etwa für
einführende Vorlesungen in die lineare Funktionalanalysis, in welcher lokalkonvexe Räume
nicht thematisiert werden können. Wir diskutieren die Anwendung des Satzes von Krein-
Milman in seiner Fassung für normierte R̈aume und geben elementare Beweise des Lemmas
von Schur sowie einer Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas.

Einleitung

In vielen Anwendungen der Funktionalanalysis erweist sich derSatz von Alaoglu,
also die schwach*-Kompaktheit der Einheitskugel eines DualraumsX ′, als eine
wichtige Quelle von Existenzaussagen. In dieser Allgemeinheit ist der Satz eine
Aussagëuber die vonX induzierte lokalkonvexe Topologie aufX ′, ben̈otigt also
die Theorie lokalkonvexer R̈aume.

Beschr̈ankt man sich jedoch auf den FallseparablerPr̈adualr̈aumeX, so ist
die schwach*-Topologie auf der Einheitskugel metrisch und Kompaktheit daher
äquivalent zur Folgenkompaktheit. Formuliert man den Satz von Alaoglu nun di-
rekt in diesem Sinne, so erhält man den klassischenSatz von Banach-Alaoglu: Für
einen separablen normierten RaumX besitzt jede beschränkte Folge inX ′ eine
punktweise konvergente (d.h. schwach*-konvergente) Teilfolge.So formuliert be-
sitzt der Satz eine einfache Herleitung aus dem Satz von Arzelà-Ascoli und ist
für die meisten Anwendungen auch hinreichend stark: Erstens, weil die typischer-
weise benutzten Dualräume separable Prädualr̈aume besitzen, und zweitens, weil
Folgenkompaktheit vielfach ausreicht. In einer einführenden Vorlesung̈uber linea-
re Funktionalanalysis wird man sich daher meist mit dieser Version des Satzes von
Alaoglu begn̈ugen.

Ein wichtiger Satz und seine Anwendungen bleiben bei diesem Vorgehen aber
außen vor, n̈amlich derSatz von Krein-Milman̈uber die Existenz von Extremal-
punkten kompakter konvexer Mengen. Er lässt sich zwar f̈ur normierte R̈aume ein-
fach beweisen, interessante Anwendungen liefert aber erst seine Formulierung für
lokalkonvexe R̈aume in Zusammenhang mit dem Satz von Alaoglu – so jedenfalls
lautet die Lesart in den bekannten Büchern zur Funktionalanalysis.
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Die vorliegende Arbeit macht nun einen einfachen Vorschlag, wie der Satz
von Krein-Milman, formuliert f̈ur normierte R̈aume, dennoch elementar für in-
teressante Anwendungen nutzbar gemacht werden kann:Man charakterisiere die
schwach*-Konvergenz beschränkter Folgen durch geeignete Normen.Auch über
den Satz von Krein-Milman hinaus besitzt dieser Vorschlag eine Fülle interessan-
ter und n̈utzlicher Eigenschaften, welche wir thematisieren wollen.

In Abschnitt 1werden wir eine Familie von Normen zur Charakterisierung
der schwach*-Konvergenz beschränkter Folgen einf̈uhren. Die Beweise dieses Ab-
schnitts sind komplett elementar. InAbschnitt 2zeigen wir, wie man den Satz von
Krein-Milman in seiner Formulierung für normierte R̈aume so anwenden kann,
dass er interessante Ergebnisse zu Tage fördert. Unter anderem kann man zum
Satz von Ljapunov und seinen Anwendungen in der Theorie der Optimalsteuerung
gelangen. InAbschnitt 3geben wir einen elementaren Beweis desLemmas von
Schur, dass schwach konvergente Folgen im Folgenraum`1 normkonvergent sind.
Hier machen wir inüberraschender Weise Gebrauch von den zuvor eingeführten
Normen. Einziges zusätzliches Hilfsmittel ist der Baire’sche Kategoriensatz. In
Abschnitt 4verallgemeinern wir die bisher betrachtete Familie von Normen, indem
wir einen Zusammenhang mit kompakten Einbettungen herstellen. So können wir
zeigen, dass die Separabilität des Pr̈adualraums f̈ur unsere Methodiknotwendig
war. Zudem erhalten wir etwa für die Sobolevr̈aume naheliegende und einfach zu
handhabende Vertreter der Normfamilie. InAbschnitt 5wenden wir die Normen
an, um eine Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas sehr direkt
aus einer einfachen Abschätzung von Fourierkoeffizienten zu beweisen. InAb-
schnitt 6zeigen wir schließlich, dass die hier vorgestellten Familien von Normen
neben ihrem Nutzen zur Charakterisierung der schwach*-Konvergenzbeschr̈ank-
ter Folgen wohl keine interessante kanonische Struktur aufganzX ′ induzieren.
Enge Verwandte innerhalb der Familien von Normen sind nichtäquivalent, und
der einfachste Vorschlag, eine kanonische Norm aus diesen Familien zu konstru-
ieren, f̈uhrt direkt zur̈uck auf die Operatornorm.

1. Eine Familie charakterisierender Normen

In fortgeschrittenen Texten zur Funktionalanalysis wird bewiesen, dass die
schwach*-Topologie auf beschränkten Teilmengen vonX ′ genau dann metrisier-
bar ist, wenn der PrädualraumX separabel ist [3, Theorem V.5.1]. Nimmt man
eine Folgeσ = (xk) mit X = spanσ, so lautet eine oft angegebene Metrik:

d1(x′, y′) =
∞∑

k=1

1
2k

|(x′ − y′)(xk)|
1 + |(x′ − y′)(xk)|

, x′, y′ ∈ X ′.

Zuweilen wird beobachtet [9, Aufgabe VIII.6.15(e)], dass sich diese Metrik für
einebeschr̈ankteFolgeσ vereinfachen l̈asst zur̈aquivalenten Metrik

d2(x′, y′) =
∞∑

k=1

2−k|(x′ − y′)(xk)|, x′, y′ ∈ X ′.
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Tats̈achlich sind wir jetzt nur einen kleinen Schritt von einer Norm entfernt.
Hier beginnt unsere Geschichte.

Lemma 1. Es seiX ein separabler normierter Raum. Eine Folgeσ in der Ein-
heitsspḧare SX heisst separierend, fallsX = span σ gilt. Für eine separierende
Folgeσ = (xk) definiert

‖x′‖σ =
∞∑

k=1

2−k|x′(xk)|, x′ ∈ X ′,

eine Norm auf dem DualraumX ′. Es gilt die Abscḧatzung‖x′‖σ ≤ ‖x′‖.

Beweis.Als absolut konvergente Reihe von Halbnormenx′ 7→ 2−k|x′(xk)| defi-
niert auch‖ · ‖σ eine Halbnorm aufX ′. Falls nun‖x′‖σ = 0 ist, so istx′(xk) = 0
für allek ∈ N undx′ verschwindet daher aufspan σ. Da dieser Unterraum dicht
in X liegt, folgt sofortx′ = 0. Also handelt es sich um eine Norm. Daσ = (xk)
Folge inSX ist, können wir wie folgt abscḧatzen:

‖x′‖σ =
∞∑

k=1

2−k|x′(xk)| ≤ ‖x′‖ ·
∞∑

k=1

2−k = ‖x′‖. ut

Mit Hilfe dieser Normen k̈onnen wir nun die schwach*-Konvergenz beschränk-
ter Folgen inX ′ charakterisieren.

Theorem 1. Es seiX ein separabler normierter Raum undσ eine separierende
Folge in SX . Für eine‖ · ‖-beschr̈ankte Folge(x′n) in X ′ konvergiertx′n

∗
⇀ x′

genau dann, wenn‖x′n − x′‖σ → 0.

Beweis.Ohne Einschr̈ankung d̈urfen wir x′ = 0 annehmen. Die Folge(x′n) sei
durchM > 0 beschr̈ankt. Es konvergiere nunx′n

∗
⇀ 0. Zu einem beliebig geẅahl-

tenε > 0 gibt es also Zahlenk0, n0 ∈ N, so dass f̈ur n ≥ n0 gilt

∞∑
k=k0+1

2−k ≤ ε/2M,

k0∑
k=1

2−k|x′n(xk)| ≤ ε/2.

Insgesamt erhalten wir so für n ≥ n0

‖x′n‖σ ≤ M
∞∑

k=k0+1

2−k +
k0∑

k=1

2−k|x′n(xk)| ≤ Mε/2M + ε/2 = ε,

also die geẅunschte Konvergenz in der‖ · ‖σ-Norm. Es konvergiere nun anderer-
seits‖x′n‖σ → 0. Da für allek ∈ N

|x′n(xk)| ≤ 2k‖x′n‖σ → 0, n →∞,

gilt, ist x′n(x) → 0 für allex ∈ D = span σ. Dieser UnterraumD liegt aber dicht
in X, so dass aus der Beschränktheit der Folge(x′n) schließlich die Konvergenz
x′n(x) → 0 für allex ∈ X folgt, d.h.x′n

∗
⇀ 0. ut
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Der Bequemlichkeit halber stellen wir noch einige unmittelbare Folgen zusam-
men.

Korollar 1. Es seiX ein separabler normierter Raum undσ eine separierende
Folge inSX .

(a) Eine ‖ · ‖-beschr̈ankte MengeK ⊂ X ′ ist genau dann schwach*-folgen-
kompakt, wenn sie kompakt ist bezüglich der‖ · ‖σ-Norm.

(b) Die EinheitskugelB(X′,‖·‖) ist kompakt in(X ′, ‖ · ‖σ).
(c) Für dim X = ∞ sind die Normen‖ · ‖ und‖ · ‖σ aufX ′ nicht äquivalent.
(d) Istdim X = ∞, so ist(X ′, ‖ · ‖σ) nicht vollsẗandig.
(e) Istdim X = ∞, so gibt es eine Folge(x′n) in SX′ mit x′n

∗
⇀ 0.

Beweis.(a) Dies folgt unmittelbar aus Theorem 1.
(b) Da ausx′n

∗
⇀ x′ sofort die einfache Abschätzung‖x′‖ ≤ lim inf ‖x′n‖

folgt, ist die EinheitskugelB(X′,‖·‖) schwach*-folgenabgeschlossen und daher
nach dem in der Einleitung angegebenen Satz von Banach-Alaoglu1 schwach*-
folgenkompakt. Also liefert uns (a) das Ergebnis.

(c) B(X′,‖·‖) ist nach dem Lemma von Riesz nicht kompakt in(X ′, ‖ · ‖), da
wir X als unendlichdimensional vorausgesetzt haben.

(d) Der Dualraum(X ′, ‖ · ‖) ist ein Banachraum. Ẅare auch(X ′, ‖ · ‖σ) ein
Banachraum, so zeigte eine Konsequenz des Satzes von der offenen Abbildung,
dass die einseitige Abschätzung‖x′‖σ ≤ ‖x′‖ bereits dieÄquivalenz der Normen
‖ · ‖ und‖ · ‖σ implizierte. Letzteres stände im Widerspruch zur Aussage von (c).

(e) Da die einseitige Abschätzung‖x′‖σ ≤ ‖x′‖ gilt, beide Normen aber nach
(c) nichtäquivalent sind, gibt es zu jedemn ∈ N einx′n ∈ SX′ mit ‖x′n‖σ ≤ 1/n.
Nach Theorem 1 gilt daherx′n

∗
⇀ 0. ut

Die Aussage (e) des Korollars giltübrigens grunds̈atzlich, auch wenn wir die
Voraussetzung der Separabilität anX fallen lassen. Dies zeigt der tiefliegende
Satz von Josefson-Nissenzweigaus dem Jahre 1975, vgl. Diestel [2, Kapitel XII].
Im hier betrachteten Falle separabler Räume ließe sich eine Folge(x′n) mit den
gewünschten Eigenschaften alternativ auch mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach
konstruieren: Es seienE1 ⊂ E2 ⊂ . . . endlichdimensionale Unterräume, deren
lineare Ḧulle dicht inX liegt. Nun ẅahle manx′n ∈ SX′ mit x′n|En = 0.

2. Der Satz von Krein-Milman

Wir rufen kurz einige Begriffe ins Gedächtnis. Es seiM ⊂ X Teilmenge eines
VektorraumsX. Ein Punktx ∈ M heisstExtremalpunktder MengeM , wenn aus
x = λy + (1− λ)z mit λ ∈]0, 1[ undy, z ∈ M stetsx = y = z folgt. Die Menge
aller Extremalpunkte vonM bezeichnen wir mitex M .

Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach und des Zorn’schen Lemmas lässt sich
nun auf anderthalb Buchseiten wie bei Heuser [5, Satz 43.4] folgender Satz für
normierteRäume beweisen.

1 Elementare Beweise mit Hilfe des Satzes von Arzelà-Ascoli finden sich etwa bei Wer-
ner [9, Aufgabe III.5.18] oder Rudin [8, Theorem 11.29].
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Theorem 2 (Krein-Milman). Es seiK eine nichtleere, kompakte und konvexe
Teilmenge des normierten RaumsX und ex K die Menge ihrer Extremalpunkte.
Dann ist

ex K 6= ∅, K = conv exK.

In dieser Form scheint der Satz keine interessanten Anwendungen zu besitzen, gibt
es doch in den klassischen normierten Räumen unendlicher Dimension kaum inter-
essante kompakte Mengen. Interessante kompakte Mengen liefert erst der Satz von
Alaoglu – kompakt in der schwach*-Topologie, welche sich leider nur im Rahmen
lokalkonvexer R̈aume behandeln lässt. Deshalb wird der Satz von Krein-Milman
meist f̈ur lokalkonvexe R̈aume formuliert und bewiesen, so auch bei Heuser [5,
Abschnitt 66], 104 Seiten nach der Version für normierte R̈aume.

Die unkonventionellen Normen aufX ′ des vorangegangenen Abschnitts er-
lauben jedoch, unmittelbar im Rahmen normierter Räume zu einer f̈ur die Anwen-
dungen interessanten Variante des Satzes zu gelangen.

Korollar 2. Es seiX ein separabler normierter Raum undK eine nichtleere, be-
schr̈ankte, konvexe und schwach*-folgenkompakte Teilmenge des DualraumsX ′.
Dann ist

ex K 6= ∅, K = convσ ex K,

wobei derσ-Abschluss im Sinne der schwach*-Folgenabgeschlossenheit zu verste-
hen ist. Speziell erhalten wir

ex BX′ 6= ∅, BX′ = convσ ex BX′ .

Beweis.Wir wählen eine Norm‖ · ‖σ für X ′ wie in Lemma 1. Korollar 1 zufol-
ge istK kompakt bez̈uglich dieser Norm. Nach dem Satz von Krein-Milman für
normierte R̈aume gilt daher

K = conv‖·‖σ ex K, ex K 6= 0.

Da es sich um beschränkte Mengen inX ′ handelt, f̈allt nach Theorem 1 der Ab-
schluss in der‖·‖σ-Norm mit dem schwach*-Folgenabschluss zusammen. Schließ-
lich erfüllt die MengeK = B(X′,‖·‖) die n̈otigen Voraussetzungen, wie in Korol-
lar 1 gezeigt wurde. ut

Damit steht die T̈ur zu interessanten Anwendungen weit offen. Aus der Fülle der
Möglichkeiten greifen wir zwei heraus.

Beispiel 1.Es seiX ein separabler Banachraum, für welchenex BX = ∅ gilt.
Dann kannX zu keinem Dualraum eines normierten Raums isometrisch isomorph
sein.Wäre n̈amlich X = Y ′, so ẅareY ebenfalls separabel und deshalb nach
Korollar 2ex BX 6= ∅ im Widerspruch zur Annahme. Beispiele separabler Räume
mit der Eigenschaftex BX = ∅ sind etwac0 undL1[0, 1] [9, p. 350], oderK(`2)
[9, Aufgabe VIII.6.24].
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Beispiel 2.Es seiΩ ⊂ Rd eine offene Teilmenge. Dann istL1(Ω) separabel und
daher Korollar 2 aufL∞(Ω) = (L1(Ω))′ anwendbar. Indem man wortwörtlich
dem üblichen Beweis [9, Satz VIII.4.8] folgt, lässt sich aus dieser Anwendbar-
keit des Satzes von Krein-Milman nun derSatz von Ljapunovbeweisen:Sind
f1, . . . , fn ∈ L1(Ω), so ist die Menge

K =
{(∫

E

f1(x) dx, . . . ,

∫
E

fn(x) dx

)
: E ⊂ Ω messbar

}
⊂ Rn

kompakt und konvex.Dieser Satz steht in einem̈außerst engen Zusammenhang mit
dem

”
Bang-Bang-Prinzip“ der linearen Optimalsteuerung [4, Theorem 8.2]. Unser

Zugang zum Satz von Krein-Milman ermöglicht daher, in einer Einführung in die
lineare Funktionalanalysis diese interessante Anwendung ohne Rückgriff auf die
Theorie lokalkonvexer R̈aume anzusprechen.

3. Das Lemma von Schur

Da in reflexiven R̈aumen die schwache Konvergenz und die schwach*-Konvergenz
zusammenfallen,̈ubertragen sich in diesen Räumen unsere bisherigen Resultate
naẗurlich auf schwach konvergente Folgen.

Andererseits besagt nun aber eines der vielen nach Schur benannten Lemma-
ta, dass in nichtreflexiven R̈aumen komplett andere Strukturen vorliegen können.
Speziell zeigt sich, dass Teil (e) des Korollars 1 für die schwache Konvergenz von
Folgen in`1 falsch sein muss, da diese mit der Konvergenz in der Norm zusam-
menf̈allt. Dieses fundamentale Resultat lässt sich eigentümlicherweise mit Hilfe
der in Abschnitt 1 eingeführten Familie von Normen recht elementar beweisen.
Einzige weitere Hilfsmittel sind die Separabilität von`1, die Dualiẗat `∞ = (`1)′

und der Baire’sche Kategoriensatz.

Theorem 3 (Lemma von Schur). Eine Folge in `1 konvergiert genau dann
schwach, wenn sie in der Norm konvergiert.

Beweis.2 Da aus der Konvergenz in der Norm sofort die schwache Konvergenz
folgt, brauchen wir nur die Umkehrung zu zeigen. Zur Vorbereitung bemerken wir,
dass̀ 1 separabel ist und der Dualraum̀∞ = (`1)′ nach Lemma 1 und Korollar 1
durch

‖x′‖σ =
∞∑

k=1

2−k|x′(k)|, x′ ∈ `∞,

so normierbar ist, dass die EinheitskugelB(`∞,‖·‖∞) kompakt in(`∞, ‖ · ‖σ) ist.
Dabei bezeichnetx′(k) diekte Komponente der Folgex′ ∈ `∞.

Es sei nun eine Folge(xn) in `1 gegeben, f̈ur welchexn ⇀ 0 gilt. Wir definie-
ren

Fk = {x′ ∈ B(`∞,‖·‖∞) : |x′(xn)| ≤ ε/3 ∀n ≥ k}

2 Der hier gef̈uhrte elementare Beweis̈ubertr̈agt die von Holmes [6,§18.C] im Rahmen
der Theorie lokalkonvexer R̈aume angegebene Argumentation.
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und bemerken, dassFk schwach*-folgenabgeschlossen ist, also nach Theorem 1
auch in der‖ · ‖σ-Norm abgeschlossen ist. Wegenxn ⇀ 0 gilt

B(`∞,‖·‖∞) =
⋃
k

Fk.

Aus dem Baire’schen Kategoriensatz schließen wir daher auf die Existenz eines
Indexk0, so dassFk0 einen inneren Punktx′0 ∈ B(`∞,‖·‖∞) bez̈uglich der‖ · ‖σ-
Normtopologie besitzt. Anders ausgedrückt gibt es einδ > 0, so dass f̈ur x′ ∈
B(`∞,‖·‖∞) gilt

‖x′ − x′0‖σ ≤ δ ⇒ x′ ∈ Fk0 .

Wir wählenN ∈ N und mit Hilfe der vorausgesetzten schwachen Konvergenz ein
n0 ≥ k0 so, dass f̈ur allen ≥ n0 gilt

∞∑
k=N+1

2−k ≤ δ/2,
N∑

k=1

|xn(k)| ≤ ε/3.

Für ein festesn ≥ n0 definieren wirx′n ∈ B(`∞,‖·‖∞) durch

x′n(k) =
{

x′0(k) 1 ≤ k ≤ N,
signxn(k) k > N.

Dann ist

‖x′n − x′0‖σ =
∞∑

k=N+1

2−k|x′n(k)− x′0(k)| ≤ 2
∞∑

k=N+1

2−k ≤ δ,

und daherx′n ∈ Fk0 . Wegenn ≥ k0 folgt hieraus∣∣∣∣∣
N∑

k=1

x′0(k)xn(k) +
∞∑

k=N+1

|xn(k)|

∣∣∣∣∣ = |x′n(xn)| ≤ ε/3,

also erst recht aufgrund von‖x′0‖∞ ≤ 1

∞∑
k=N+1

|xn(k)| ≤ ε/3 +
N∑

k=1

|xn(k)| ≤ 2ε/3.

Insgesamt haben wir so gezeigt, dass für n ≥ n0

‖xn‖`1 =
∞∑

k=1

|xn(k)| ≤ ε

gilt und daherxn → 0 in der‖ · ‖`1-Norm konvergiert. ut
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4. Charakterisierende Normen und kompakte Einbettungen

Die in Abschnitt 1 eingef̈uhrte Familie von Normen‖ · ‖σ lässt sich vom Stand-
punkt des OperatorsId : (X ′, ‖ · ‖) → (X ′, ‖ · ‖σ) verallgemeinern. Diese Ver-
allgemeinerung dient zwei Zwecken: Erstens werden wir verstehen, dass die Se-
parabiliẗat des RaumsX für unsere Betrachtungennotwendigist. Zweitens gelan-
gen wir zu einer gr̈oßeren Klasse von Normen, welche in vielen konkreten Fällen
vertrauter sein d̈urfte und zu einfacheren Beweisen Anlass gibt. Zur Illustration
diskutieren wir im n̈achsten Abschnitt, wie man mit unserer Methodik das verall-
gemeinerte Riemann-Lebesgue’sche Lemma beweist.

Ein Schl̈ussel zur Verallgemeinerung der Normen‖ · ‖σ liegt in der Beobach-
tung, dass es sich bei dem nach Korollar 1 kompakten OperatorId : (X ′, ‖ · ‖) →
(X ′, ‖ · ‖σ) tats̈achlich sogar um einenadjungiertenOperator handelt. Dazu muss
der Raum(X ′, ‖·‖σ), welcher ja im allgemeinen als nichtvollständiger Raum kein
Dualraum sein kann, in geeigneter Weise zu einem Dualraum ergänzt werden. Wir
stellen fest, dass für die separierende Folgeσ = (xk) der Operator

S : (X ′, ‖ · ‖σ) → `1 = c′0, x′ 7→ (2−kx′(xk)),

isometrisch ist. Das n̈achste Lemma zeigt nun, dass der OperatorS ◦ Id : (X ′, ‖ ·
‖) → c′0 ein kompakter, injektiver und adjungierter Operator ist. Wir werden dabei
den Beweis der Kompaktheit und Injektivität unabḧangig von den Resultaten des
Abschnitts 1 f̈uhren.

Lemma 2. Es seiX ein separabler normierter Raum undσ = (xk) eine separie-
rende Folge inSX . Dann definiert

Tσ : (tk) 7→
∞∑

k=1

2−ktkxk

einen linearen OperatorTσ : c0 → X. Der OperatorTσ ist kompakt, erf̈ullt
‖Tσ‖ ≤ 1 und hat dichtes Bild. Der adjungierte Operator ist durch

T ′
σ : X ′ → `1 = c′0, x′ 7→ (2−kx′(xk)),

gegeben, ist kompakt, injektiv und erfüllt ‖T ′
σ‖ ≤ 1.

Beweis.Für y = (tk) ∈ c0 gilt

‖Tσy‖ ≤
∞∑

k=1

2−k|tk|‖xk‖ ≤ ‖y‖∞ ·
∞∑

k=1

2−k = ‖y‖∞.

Also ist Tσ wohldefiniert und es gilt‖Tσ‖ = ‖T ′
σ‖ ≤ 1. Genauso zeigt man für

den Operator endlichen Rangs

TN
σ : c0 → span{x1, . . . , xN} ⊂ X, (tk) 7→

N∑
k=1

2−ktkxk,
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die Abscḧatzung

‖Tσy − TN
σ y‖ ≤ ‖y‖∞ ·

∞∑
k=N+1

2−k = 2−N‖y‖∞,

d.h.‖Tσ−TN
σ ‖ ≤ 2−N → 0 für N →∞. Damit istTσ als Limes von Operatoren

endlichen Rangs kompakt. Nach dem Satz von Schauder ist auch der adjungierte
OperatorT ′

σ kompakt.
Es seien nunx ∈ X undε > 0 beliebig gegeben. Daspanσ dicht in X liegt,

gibt es eineabbrechendeNullfolge y∗ = (t∗k) ∈ c0, so dass gilt∥∥∥∥∥x−
∑

k

t∗kxk

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Setzen wiry = (2kt∗k) ∈ c0, so lautet diese Abschätzung aber gerade

‖x− Tσy‖ ≤ ε,

womit die Dichtigkeit des Bilds vonTσ gezeigt ẅare. Hieraus folgt nach einem
allgemeinen Resultat [9, Satz III.4.5] die Injektivität des adjungierten Operators
T ′

σ. Die konkrete Gestalt des OperatorsT ′
σ folgt unmittelbar aus der Identifikation

c′0 = `1. ut

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun zeigen, dass separable normier-
te R̈aume durch genau solche Operatoren charakterisiert werden und dass so die
schwach*-Konvergenz beschränkter Folgen in eine Normkonvergenz transformiert
wird.

Theorem 4. Es seiX ein normierter Raum.

(a) X ist genau dann separabel, wenn es einen normierten RaumY und einen
kompakten linearen OperatorT : Y → X mit dichtem Bild gibt.

(b) IstT ein solcher Operator und(x′n) eine beschr̈ankte Folge inX ′, so konver-
giert x′n

∗
⇀ x′ in X ′ genau dann, wennT ′x′n → T ′x′ in Y ′ konvergiert.

Beweis.(a) Lemma 2 zeigt f̈ur separable R̈aumeX die Existenz eines derartigen
kompakten OperatorsTσ : c0 → X. Ist hingegen ein solcher kompakter Operator
gegeben, so gilt wegen des dichten BildesX = spanT (BY ). DaT kompakt ist,
ist T (BY ) kompakt und daher separabel. Somit gibt es eine abzählbare MengeA,
so dassT (BY ) = A. Also gilt erst rechtX = spanA, d.h.X ist separabel.

(b) Wir bemerken, dass aus dem Satz von Schauder folgt, dass auchT ′ kom-
pakt ist. Ohne Einschränkung d̈urfen wir x′ = 0 annehmen. Es sei zunächst
x′n

∗
⇀ 0. Aus der Beschr̈anktheit der Folge(x′n) und der Kompaktheit vonT ′

schließen wir auf eine Teilfolge(x′nj
), für welcheT ′x′nj

→ y′ konvergiert. Es sei

nuny ∈ Y beliebig geẅahlt. Dann folgt einerseits ausx′n
∗
⇀ 0

T ′x′nj
(y) = x′nj

(Ty) → 0,
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andererseits ausT ′x′nj
→ y′

T ′x′nj
(y) → y′(y).

Also isty′(y) = 0 für alley ∈ Y und damity′ = 0. Da dieser Grenzwert eindeutig
ist, dürfen wir auf die Teilfolgenauswahl verzichten und habenT ′x′n → 0 gezeigt.

Es konvergiere nunT ′x′n → 0. Für x = Ty ∈ range T gilt daher

x′n(x) = x′n(Ty) = T ′x′n(y) → 0.

Da das Bild vonT dicht in X liegt, folgt aus der Beschränktheit der Folge(x′n),
dass sogarx′n(x) → 0 für allex ∈ X konvergiert, also giltx′n

∗
⇀ 0. ut

Nun können wir die Ergebnisse aus Abschnitt 1 verallgemeinern.

Korollar 3. Es seiX ein separabler normierter Raum undT : Y → X ein kom-
pakter Operator mit dichtem Bild, so definiert

‖x′‖T = ‖T ′x′‖, x′ ∈ X ′,

eine Norm aufX ′.

(a) Istσ eine separierende Folge inSX , so gilt‖x′‖σ = ‖x′‖Tσ , x′ ∈ X ′.
(b) Für jedesx′ ∈ X ′ gilt die Abscḧatzung‖x′‖T ≤ ‖T‖ · ‖x′‖.
(c) Für eine‖ · ‖-beschr̈ankte Folge(x′n) in X ′ konvergiertx′n

∗
⇀ x′ genau dann,

wenn‖x′n − x′‖T → 0.
(d) Eine ‖ · ‖-beschr̈ankte MengeK ⊂ X ′ ist genau dann schwach*-folgen-

kompakt, wenn sie kompakt ist bezüglich der‖ · ‖T -Norm.
(e) Die EinheitskugelB(X′,‖·‖) ist kompakt in(X ′, ‖ · ‖T ).
(f) Für dim X = ∞ sind die Normen‖ · ‖ und‖ · ‖T aufX ′ nicht äquivalent.
(g) Istdim X = ∞, so ist(X ′, ‖ · ‖T ) nicht vollsẗandig.

Beweis.Es handelt sich um eine Norm, da aus der Dichtigkeit des Bildes von
T folgt, dassT ′ injektiv ist. Theorem 4 zeigt die Behauptungen (a)-(c). Die Be-
hauptungen (d)-(g) lassen sich nun wortwörtlich wie ihre Entsprechungen für die
‖ · ‖σ-Normen in Korollar 1 beweisen.ut
Beispiel 3.Wir betrachten den RaumX = L1(Ω) für ein beschr̈ankte offene Teil-
mengeΩ ⊂ Rd. Der Satz von Rellich liefert die kompakte Einbettung

T : H1
0 (Ω) ↪→ L1(Ω).

Sie hat dichtes Bild, so dass der adjungierte Operator

T ′ : L∞(Ω) = (L1(Ω))′ → H−1(Ω) = (H1
0 (Ω))′

kompakt und injektiv ist. Diëublichen Identifikation lokal integrabler Funktionen
mit Distributionen zeigt, dassL∞(Ω) auf diese Weise als Teilraum vonH−1(Ω)
aufgefasst werden kann. Wir erhalten also die kompakte Einbettung

T ′ : L∞(Ω) ↪→ H−1(Ω)

und daher‖f‖T = ‖f‖H−1 für f ∈ L∞(Ω). Zusammengefasst liefert uns Korol-
lar 3 das folgende Resultat:

Lemma 3. Eine beschr̈ankte Folge inL∞(Ω) ist genau dann schwach*-konver-
gent inL∞(Ω), wenn sie inH−1(Ω) bez̈uglich der Norm konvergiert.
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5. Eine Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas

Wir knüpfen an das letzte Beispiel an und wollen zunächst das klassischeRiemann-
Lebesgue’sche Lemma[8, Absatz 5.14] herleiten. Dazu betrachten wir für ε 6= 0
die Funktioneneε(x) = exp(ix/ε) in L∞[0, 2π]. Es gilt

eε(x) = −iε e′ε(x), ‖eε‖∞ = 1,

und daher mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

‖eε‖H−1 = sup
φ∈H1

0 (0,2π)

∣∣∣∫ 2π

0
eε(x)φ(x) dx

∣∣∣
‖φ‖H1

= |ε| · sup
φ∈H1

0 (0,2π)

∣∣∣∫ 2π

0
eε(x)φ′(x) dx

∣∣∣
‖φ‖H1

≤ |ε| · ‖eε‖L2 = |ε|
√

2π.

Das Beispiel des letzten Abschnitts zeigt, dass wir hieraus für eine Folgeε → 0
die Konvergenz

eε
∗
⇀ 0

erhalten. Genau dies besagt das Riemann-Lebesgue’sche Lemma.
Wir verallgemeinern jetzt dieses Resultat, indem wir für eine beliebige Funk-

tion f ∈ L∞(0, 2π), welche wir uns2π-periodisch fortgesetzt denken, undε 6= 0
die Funktionen

fε(x) = f(x/ε), ‖fε‖∞ = ‖f‖∞
betrachten. InL2(0, 2π) konvergiert die Fourierreihe

fε(x) =
∑
k∈Z

ck eikx/ε = c0 +
∑

k∈Z,k 6=0

ck eε/k(x)

mit den Fourierkoeffizientenck der Funktionf . Mit obiger Abscḧatzung f̈ur
‖eε‖H−1 erhalten wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der
Parseval’schen Gleichung

‖fε − c0‖H−1 ≤ |ε|
√

2π
∑

k∈Z,k 6=0

|ck|
|k|

≤ |ε|
√

2π · ‖(ck)‖`2(Z) ·

√√√√2
∞∑

k=1

1
k2

=
|ε|π

√
3

3
‖f‖L2 ≤ |ε|π

√
6π

3
‖f‖L∞ .

Beachten wir die Formel für den Fourier-Koeffizientenc0, so gelangen wir mit
Lemma 3 zu folgender Verallgemeinerung des Riemann-Lebesgue’schen Lemmas:

Lemma 4 ([1, Lemma I.1.2]).Seif ∈ L∞(0, 2π) periodisch auf ganzR fortge-
setzt. Dann konvergiert

f(νx) ∗
⇀

1
2π

∫ 2π

0

f(x) dx

in L∞(0, 2π) für ν →∞.
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6. Gibt es eine kanonische charakterisierende Norm?

Wir stellen uns nun die Frage, ob die neuartigen Normierungen vonX ′ irgendeine
gemeinsame Struktur offenbaren, welcheüber die Charakterisierung der schwach*-
Konvergenz beschränkter Folgen hinausginge. Gibt es gar unter den vorgestellten
Exemplaren eine ausgezeichnete, kanonische Norm? Der nächste Satz beantwortet
diese Frage f̈ur eine wichtige Klasse separabler Räume im wesentlichen negativ.

Theorem 5. Gegeben sei ein unendlichdimensionaler normierter RaumX mit ei-
ner normierten Schauderbasisσ = (xk). Dann gibt es eine Permutationφ : N →
N, so dass f̈ur die separierende Folgeτ = (xφ(k)) die Normen‖ · ‖σ und‖ · ‖τ

nicht äquivalent sind.

Beweis.Die ein-eindeutige Vorschriftφ(2n) = 2n lässt sich zu einer Permuta-
tion φ : N → N fortsetzen, daN \ {21, 22, 23, . . . } und die ungeraden Zahlen
gleichm̈achtig sind. F̈ur die Koeffizientenfunktionalex′i der Schauderbasis gilt

x′i(xj) = δij , i, j = 1, 2, . . . .

Würde nun f̈ur ein gewissesM > 0 die Abscḧatzung‖x′‖τ ≤ M‖x′‖σ für alle
x′ ∈ X ′ gelten, so ḧatten wir f̈ur allen ∈ N die Ungleichung

2−2n = 2−2n|x′2n(xφ(2n))| = ‖x′2n‖τ ≤ M‖x′2n‖σ = M · 2−2n

,

welche aber f̈ur hinreichend großesn falsch wird. ut

Man könnte nun auf die Idee kommen, eine Unabhängigkeit von der geẅahl-
ten separierenden Folge dadurch herzustellen, dass man das Supremumüber alle
Normen‖ · ‖σ betrachtet. Wie man sofort sieht, liefert diese Konstruktion wieder
eine Norm aufX ′. Tats̈achlich zeigt sich aber, dass man auf diese Weise nur die
Operatornorm aufX ′ rekonstruiert hat.

Theorem 6. Es seiX ein separabler normierter Raum.Σ(X) bezeichne die Men-
ge der separierenden Folgen inSX . Ferner sei eine Folgeσ∗ ∈ Σ(X) gegeben,
welche sogar dicht inSX liegt. Für alle x′ ∈ X ′ gilt nun

‖x′‖ = sup
σ∈Σ(X)

‖x′‖σ = sup
σ Teilfolge vonσ∗

‖x′‖σ.

Beweis.Aus der Abscḧatzung (a) in Theorem 1 folgt sofort

sup
σ Teilfolge vonσ∗

‖x′‖σ ≤ sup
σ∈Σ(X)

‖x′‖σ ≤ ‖x′‖,

so dass es reicht,‖x′‖ nach oben durch das Supremumüber die Teilfolgen vonσ∗
abzuscḧatzen. Daσ∗ dicht in SX liegt, gibt es f̈ur gegebenes0 6= x′ ∈ X ′, ε > 0
undx ∈ SX eine Teilfolgeσε = (xk) vonσ∗, so dass

sup
k∈N

‖xk − x‖ ≤ ε/‖x′‖.
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Also ist

| ‖x′‖σε
− |x′(x)| | =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

2−k|x′(xk)| −
∞∑

k=1

2−k|x′(x)|

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

2−k|x′(xk − x)| ≤ sup
k∈N

‖xk − x‖ · ‖x′‖ ≤ ε

und daher

‖x′‖ = sup
x∈SX

|x′(x)| ≤ sup
σ Teilfolge vonσ∗

‖x′‖σ + ε.

Da ε beliebig war, gilt die Behauptung.ut

Anmerkungen

Statt der Normen im Abschnitt 1 kann man allgemeiner für 1 ≤ p < ∞Normen der Gestalt

‖x′‖σ,p =

(
∞∑

k=1

2−k|x′(xk)|p
)1/p

betrachten. F̈ur jede solche Norm behalten die Ergebnisse aus Abschnitt 1 ihre Richtigkeit.
In der Interpretation des Abschnitts 4 gehören diese Normen zu den kompakten Einbettun-
gen

T ′σ : X ′ → Y ′ = `p, x′ 7→ (2−k/px′(xk)).

Insbesondere ist(X ′, ‖ · ‖σ,2) dann einPrähilbertraum. Da wir hiervon in unserer Arbeit
keinen vereinfachenden Gebrauch machen konnten, haben wir auf diese Allgemeinheit ver-
zichtet und uns auf den Fall‖ · ‖σ = ‖ · ‖σ,1 beschr̈ankt.

Es erscheint aber, dass das Wissen um die‖ · ‖σ,2-Norm zur
”
Folklore“ der Funktio-

nalanalysis geḧort. So zeigt etwa Rosenthal [7, p. 8] durch ihre implizite Verwendung, dass
jede metrisierbare kompakte konvexe Menge affin homöomorph zu einer normkompakten
konvexen Menge eines Hilbertraums ist. Andere, explizite Literaturstellen sind dem Autor
leider nicht bekannt.

Danksagung.Der Autor dankt Dirk Werner f̈ur die Durchsicht einer Erstfassung des Ma-
nuskripts. Seine wertvollen Vorschläge haben insbesondere die Darstellung von Abschnitt 6
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