ZUR EINDEUTIGKEIT DER VISKOSITATSLOSUNGEN
BEIM CAUCHY-PROBLEM VON
HAMILTON-JACOBI-GLEICHUNGEN

FOLKMAR BORNEMANN

ZUSAMMENFASSUNG. Wir beweisen Fall (iii) des Eindeutigkeitssatzes
[1, Theorem V.2] aus der Originalpublikation von M. G. Crandall
und P.-L. Lions. Unser Beweis lehnt sich stark an die durchsichtigere
Argumentation in dem Buch [2, §10.2,Theorem 1] von L. C. Evans
an. Wir mufiten aber von den Voraussetzungen seiner Formulierung
abweichen, um spiter auf die Eindeutigkeit der durch die Lax-Hopf-
Formel [2, §10.3,Theorem 3] gegebenen Losung schliefen zu kénnen.

Satz. Gegeben sei eine Hamiltonfunktion H auf R™ x R™, welche gleich-
mafig stetig fir beschrinktes erstes Argument ist. Es seien u und @ be-
schrinkte, Lipschitz-stetige Viskositdtslosungen der Hamilton-Jacobi-Glei-
chung

ug + H(Vyu,x) =0 auf R™ x[0,T).
Dann gilt mit der Abkiirzung ug = u(-,0) und g = a(-,0)

sup (u—u) = sup(ug — o).
R7 x[0,T] Rn

Beweis. 1. Wir setzen

sup (u—@) =sup(up — ) + o
R™ x [0,T] R

und fiihren die Annahme o > 0 zum Widerspruch.
II. Fiir 0 < ¢, A < 1 definieren wir auf R?" x [0,7]? die Hilfsfunktion

(I)(l’, Y, i, S) = ’LL(ZC, t) - ﬂ’(ya S)
= (o —yP + (t = 5)") — (] + [yl*) = At +9)
Wegen des Strafterms —e?(|z|> + |y|?) fiir die Gréfie von z und y gibt es
einen Punkt (0, yo,to, yo) € R?" x [0,7]? mit

1 (0] t = LiiJ t,s).
( ) (55071/0, O;SO) ]Rznni?(‘)),(TP (xaya 78)

ITI. Weiter unten werden wir zeigen, dafl

(2) |zo| + |yol = O(e™), |Zo — yo| + [to — so| = O(€?) fiir e — 0.

Dieses Manuskript ist nicht zur weiteren Verbreitung vorgesehen. (©F. Bornemann,
Oktober 2000.
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IV. Ferner werden wir weiter unten zeigen, daf fiir hinreichend kleines
A und € aus o > 0 folgt tg # 0 und s¢ # 0, also die Positivitdt ¢ty > 0 und
sg > 0.

V. Aufgrund von (1) hat die Abbildung (z,t) — ®(z,yo,t, So) ein Ma-
ximum am Punkt (zg, ). Wegen der Definition von ® heifit dies, dafl gilt:

u — v hat ein Maximum bei (zg, to)
mit der Testfunktion
v(a,t) = a(yo, so)+€ (| — yo|* + (t = 50)*) +€*(|2* + [yo|*) +A(t + 50).

Da u Viskositétslosung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist und Schritt IV
die Positivitét tg > 0 garantiert, mufl gelten

ve(xo, to) + H(Vav(xo,t0), o) < 0.
Ausgeschrieben lautet diese Ungleichung
(3) A+ 262 (to — s0) + H (2% (w0 — yo) + 2€°x0,20) < 0.

VI. Analog besitzt die Abbildung (y, s) — —®(xq,y, to, s) ein Minimum
am Punkt (yo, s0). Wegen der Definition von ® heifit dies, dafi gilt:

@ — ¥ hat ein Minimum bei (yo, So)
mit der Testfunktion
0(y, 8) = u(wo, to) =€ *(lwo — yI* + (to — $)*)—€*(|wol* + |y[*) = A(to + 5).

Da @ Viskositétslosung der Hamilton-Jacobi-Gleichung und Schritt IV die
Positivitdt sg > 0 garantiert, mufl gelten

s(yo, s0) + H(Vy0(yo, 50),%0) = 0.
Ausgeschrieben lautet diese Ungleichung
(4) A +2e%(tg —s0)+ H (2672(1'0 — o) — 262y, yo) > 0.
VII. Subtraktion der Ungleichung (4) von (3) liefert nun
X< H (26_2(.130 —yo) — 262y0,y0) - H (26_2(320 — o) + 2€%x, xo) .

Die Abschétzungen (2) zeigen, dafl die jeweils ersten Argumente von H auf
der rechten Seite aus beschréinkten Mengen stammen. Also gibt es nach
Voraussetzung an H einen Stetigkeitsmodul w, so dafl

0 < 2X < w (2ol + [ol) + 70 — yol) = w(O(e)):
Somit erhalten wir im Limes € — 0 den gewiinschten Widerspruch
0<ALO.
VIII. Die triviale Ungleichung ®(xq, yo, to, s0) > ®(0,0,0,0), also
e (Jzo — yol* + (to — 50)%) + €* (|0l + [yol*) + Alto + s0)
< u(zo, to) — @(yo, s0) — u(0,0) +a(0,0),
hat wegen der Beschréinktheit von u und @ sofort

|zo — yo| + [to — so| = O(e), o] + |yo| = O(e™),
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fiir ¢ — 0 zur Folge. Damit ist insbesondere die erste der beiden Abschétz-
ungen in (2) gezeigt.

IX. Aus (1) folgt trivialerweise sofort ®(xq, yo, to, So) > ®(zo, Zo, to, o),
also

(o, to) — @(yo, s0) — € *(lzo — yol* + (to — 50)*) — €(|xo|* + [y0]?)
—Ato + s0) > u(xo, to) — @(xo, to) — 26%|xo]* — 2Xto.

Demnach gilt

e *(lzo — yol® + (to — s0)?) < (o, to) — @(yo, s0) + Ato — s0)

+ € (|zol + [yol) - ([zo] — lyol)-
Die Resultate aus Schritt VIII und die Lipschitz-Stetigkeit von @ liefern fiir
ein gewisses ¢ > 0
e (w0 — yol* + (to — 50)*) < (w0 — yol* + (to — 50)*)"/?,

und damit die zweite Abschétzung in (2).

X. Wihlen wir €, A > 0 hinreichend klein, so kénnen wir

@ (20, yo,to, 50) > max P(x,x,t,t) > sup(ug — to) +0/2
R™x[0,T] R”

garantieren. Die Definition von @ liefert daher fiir solche € und A
uo (o) — to(z0) +0/2 < Sﬂgp(uo —1p) + /2 < ®(z0, Y0, to, S0)

< u(zo,t0) — @(yo, so)
= u(x07 t()) — U(S(}(), 0) + ’LL()(LL'()) — ﬂo(.’L‘o)
+ ﬂ(x()a 0) - a($07 tO) + ﬂ’(‘]:07 tO) - a(y07 80)'
Da u Lipschitz-stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 mit
i(zo, to) — @(yo, s0) < c(|zo — yol + [to — sol) = O(e?).
Zusammengefafit gilt
0 /2 < u(xo, to) — u(wo, 0) + @(xo, 0) — @(xo, to) + O(€?).
Wihlen wir fiir o > 0 nun € so klein, da O(e?) < /4 gilt, so kénnen wir
auf
0< 0'/4 < u(xo,to) — u(l‘o, 0) + a(l'o,()) — 12(.130,?50)

schlieen, was ty # 0 zur Folge hat. Vollig analog schlieft man aus der
Lipschitz-Stetigkeit von u auf sg # 0, womit die Behauptungen des Schritts
IV bewiesen wiren. O
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