Computeralgebra in Lehre, Ausbildung und Weiter-
bildung 1V: 13.-16.04.2004, Kloster Schntal

Wir mochten an dieser Stelle bereits auf unsere Ta-
gung Computeralgebra in Lehre, Ausbildung und Wei-
terbildung 1V hinweisen, die 2004, wieder in der Wo-
che nach Ostern, im Kloster Samtal stattfinden wird.
Rechts sehen Sie ein Foto von einem Vortrag bei
der Sclidntal-Tagung im vergangenen Jahr. Weitere In-
formationen, auch zu den vorangegangenen Tagun-
gen, finden Sie auf der Internetsetiet p: / / www.
fachgruppe- conput er al gebr a. de/ CLAW

Themen und Anwendungen der Computeralgebra

Der folgende Artikel ist unter gleichem Titel in den Mitteiben der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Heft
4-2002, 14-21 erschienen. Wir bedanken ursdie Erlaubnis, ihn hier in einer gékzten und aktualisierten
Fassung abdrucken zuiden.

Ein Durchbruch fur ,Jedermann®

Folkmar Bornemann

Zusammenfassung

~New Method Said to Solve Key Problem in Math" titelte die Newrl Times am 8. August 2002 und
meinte den Nachweis VOoPRIMES € P, ein bislang grof3es offenes Problem der algorithmischérentheo-
rie und theoretischen Informatik. Manindra Agrawal, N¢&fayal und Nitin Saxena vom Indian Institute of
Technology war es durch einéiberraschend eleganten und brilliant einfachen Algorithigelungen, die bin-
nen weniger Tage von der Korrekthéiberzeugte Fachwelt ins Schmnen zu versetzenThis algorithm is
beautiful“ (Carl Pomerance)|t’s the best result I've heard in over 10 years* (Shafi Goldsex).

Vier Tage vor der Schlagzeile in dsiew York Timesan Diese fir die Mathematik ungeihnlich kurze
einem Sonntag, hatten die Drei einen neunseitigen [FPaifungsphase spiegelt neben deiirke und Eleganz
print mit dem Titel,PRIMESis in P* verschickt. Montag des Arguments auch seine technische Einfachheit wi-
frih befand Carl Pomerance das Resuliakbrrekt, or-| der,,suited for undergraduates”. Zwei der Autoren, Ka-
ganisierte in seiner Begeisterunig flen Nachmittag einyal und Saxena, haben selbst erst dieséhjahr ih-
spontanes Seminar und informierte tliew York Times ren Bachelor-Abschluss in Computer Science erworben.
Dienstag wurde der Preprint im Internet frei Zmglich| Handelt es sich also ausnahmsweise um eifienJe-

[1]. Donnerstag beendete Hendrik Lenstra Jr. eine kudermann“ verstehbaren Durchbruch?

Norgelei im E-Mail-VerteileNVBRTHRY mit dem Dik- Hans-Magnus Enzensberger positionierte in seiner
tum: Rede auf dem Berliner ICM 1998 die Mathematik so-
wohl im ,Jenseits der Kultur* als auch in einem golde-
The remarks.[. .] are unfounded and/or in- nen Zeitalter durch Erfolge einer Quadlit die er beim
consequential. The proofs.[] do NOT ha- Theater oder Sport vermisste. Allerdings stellen etliche
ve too many additional problems to menti- jener Erfolge selbst viele Mathematiker vor die Frage
on. The only true mistake is [.], but that nach dem Jenseits und Diesseéitserhalbder Mathe-
is quite easy to fix. Other mistakes [] are matik.
too minor to mention. The paper is in sub- So bastelt jeder an seiner Zinne des Turms zu Babel
stance completely correct. namens Mathematik uncatt die hier erzielten Erfolge

fur die wesentlichen. Selten genug stellt sich wie jetzt
uUnd bereits am Freitag stellte Dan Bernstein einen|airifang August ein Erfolg, ja gar ein Durchbruch ein,
eine Seite verlirzten, geditteten Beweis des Hauptreder vom Fundament des Turms aiis fledermann® in
sultats ins Netz [2]. sich verstehbar @re.




Angesichts dessen sprach Paul Leyland aus,
viele dachten; Everyone is now wondering what el
has been similarly overlooked.”

Kann dies erldren, was Agrawal in grof3es Erstg
nen versetzte,( neverimagined that our result will be ¢
much interest to traditional mathematicians*gmlich
warum auf die eigens eingerichtete Webseite inner
der ersten zehn Tag#ber zwei Millionen Zugriffe er
folgten und dreihunderttausendfach der Preprint he
tergeladen wurde?

Als Numeriker kein algorithmischer Zahlentheo
tiker, aufRerhalb meiner Zinne solch ejgdedermann®
wollte ich die Probe aufs Exempel machen.

Das Problem

Erfreulicherweise motivieren die Drei ihre Arbeit nic
mit der Bedeutung von Primzahlenirf die Krypto-
graphie, sondern sigbernehmen zu Beginn vom ¢
schichtsbewussten Don Knuth ein Zitat des grof3en
Friedrich Gaul aus dem Artikel 329 deisquisitiones
Arithmeticag(1801), hier wiedergegeben in der Mas
schenUbersetzung von 1889:

Dass die Aufgabe, die Primzahlen von
den zusammengesetzten zu unterscheiden
und letztere in ihre Primfactoren zu zer-
legen, zu den wichtigsten unditzlich-
sten der gesamten Arithmetik gath und
die Benuhungen und den Scharfsinn so-
wohl der alten als auch der neueren Geo-
meter in Anspruch genommen hat, ist so
bekannt, dass dserflissig ware, hietiber
viele Worte zu verlieren..[.] ausserdem
durfte es die WWirde der Wissenschatft erhei-
schen, alle HIfsmittel zur Losung jenes so
eleganten und b&hmten Problems fleissig
zu vervollkommnen.

Kann die Primaliat sehr groRer Zahleprinzipiell ef-
fizient entschieden werden? Diese Frage wird im R

men der modernen Kompleiiistheorie mathematiscH!

durch die Forderung eingrolynomialenLaufzeit kon-
kretisiert, wobei die Eingab&hge der Zahl proportiona
zur Anzahl der Dualstellen, also in etwa, n ist. Gibt
es also einen deterministischen Algorithmus, der mi
nem festen Exponentenfur jede naiirliche Zahln in
O(log"n) Rechenschritten entscheidet, ob diese p
ist oder nicht; kurz die bislang grof3e offene Frage:
PRIMESE P?

Stand der Dinge vor August 2002

Spatestens seit Gaul ist die Entscheidibgr die Pri-
malitat einer Zahl im Falle der Zusammengesetzt
nicht langer mit einer (partiellen) Faktorisierung v
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Die letztere [Bemerkung] aber verdient in-
sofern den Vorzug, als sie meistens ei-
ne einfachere Rechnung gestattet, indessen
giebt sie nicht immer .[..] die Factoren
der zusammengesetzten Zahlen selbst, je-
doch unterscheidet auch sie die zusammen-
gesetzten Zahlen von den Primzahlen.

ruusgangspunkt vieler solcher Verfahren ist der kleine

Satz von Fermat. Er besagt, dass €inePrimzahln
aind eine zws teilerfremde Zaht stets gilt

a” =a mod n.

Leider ist die Umkehrung falsch, Primzahlen lassen
sich auf diese Weise nicht charakterisieren. Andererseits
h,tus,ing the Fermat congruence is so simple, that it seems
a shame to give up on it just because there are a few
counter examples* (Carl Pomerance). So nimmt es nicht
nder, dass Verfeinerungen dieses Kriteriums Grund-
e wichtiger Algorithmen sind:
Der elementareprobabilistischeAlgorithmus von
Miller und Rabin aus dem Jahre 1976 higmeinen Zu-
fallszahlengenerator und stellt nakurchlaufen ent-
weder fest, dass die Zahiit Sicherheitzusammenge-
setzt ist, oder dass die Zahbchstwahrscheinliciprim
ist, wobei die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums bei un-
ter4~* liegt. Die Zeitkomplexitt liegt beiO(k log? n),
wobei das GroR-O eine relativ kleine Konstante étith
Der Algorithmus ist in der Praxis also sehr schnell und
findet seine Verwendung in der Kryptographie zur Pro-
duktion von,industrial-grade primes* (Henri Cohen). In
der Sprache der Komplegitstheorie heil3t dies knapp
PRIMES & CO-RP.

Beim deterministischeilgorithmus von Adleman,
Pomerance und Rumely aus dem Jahre 1983 wird sehr
viel mehr Theorie betrieben und der kleine Fermatsche
Satz so auf ganze Zahlen eines Kreisteiluigpkrs
verallgemeinert, dass Primzahlen vaistlig charakte-
risiert werden Knnen. Die Laufzeit liegt bei super-
Jplynomialem(log n)OUogloglogn) die beste ifir einen
eterministischen Algorithmus vor dem August 2002.
Der dreifache Logarithmus im Exponenteaahst aller-
;/dings so langsam, dass sich praktische Varianten im Re-
kordfieber von Primalétsbeweiserifr Zahlen mit meh-
geren tausend Dezimalstellen exzellent geschlagen ha-
ben.
rim Eine andere Klasse moderner Algorithmen be-
siptzt elliptische Kurven beziehungsweise abelsche Va-
rietaten fbheren Geschlechts. So konnten Adleman und
Huang 1992 in einem sehr schwierigen und techni-
schen Bichlein zeigen, dass es einprobabilistischen
Algorithmus polynomialer Laufzeit gibt, der nadh
Durchlaufen entweder eine definitive Antwort liefert
(Irrtum ausgeschlossen) oder gar keine, letzteres aber
haiit einer Wahrscheinlichkeit kleine—*. In der Spra-
eiche der Komplexitstheorie heif3t dies knap®RIMES €

bunden. Im Artikel 334 debisquisitionesheildt es:

ZPP.



Vor diesem Hintergrund, angesichts des erreich
Schwierigkeitsgrades und des Ausbleibens weitere
folge in Uber zehn Jahren, war nicht zu erwarten, d
die Ausgangsfrage kurz, elegant ung fJedermann'
verstindlich beantwortet werderdknte.

Manindra Agrawal

Auftritt Manindra Agrawal

Der Informatiker und Komplexdtstheoretiker Manin
dra Agrawal erwarb 1991 seinen Doktortitel am Dep
ment of Computer Science & Engineering des Ind
Institute of Technology in Kanpur (IITK). Nach eine
Aufenthalt als Humboldt-Stipendiat an der Univeis
Ulm 1995/96 (I really enjoyed the stay in UIm. It he
ped me in my research and career in many ways.") k
te er als Professor nach Kanpurizck. Er hatte vor zwe
Jahren auf sich aufmerksam gemacht, als er eine 4
schwachte Form der Isomorphie-Vermutung der Ko
plexitatstheorie bewies.

Um 1999 arbeitete er mit seinem Doktorvater Soi
nath Biswas an der Frage, mit probabilistischen Al
rithmen die Gleichheit von Polynomen zu entscheid
Als unschuldige Anwendung findet sich in der Pul
kation ,Primality and Identity Testing via Chinese R
maindering” ein neuer probabilistischer Primaigtest.

Ausgangspunkt war dabei eine Verallgemei
rung des kleinen Fermatschen Satzes Rolfynome
die eine leichteUbungsaufgabelf eine ein@ihren-
de Zahlentheorie- oder Algebra-Vorlesung seimite:
Sind die naifirlichen Zahlerm undn teilerfremd, so ist
dann und nur danmprim, wenn im Ring der Polynom
Z|x] gilt

(z—a)"= (2" —a) mod n.
Eine sehr elegante Charakterisierung von Primzal
aber zu@chst keine brauchbare. Allein die Berechnt

weon (z — a)™ verlangt mehr Rechenzeit als das Sieb
Hes Eratosthenes. Aber gerad@ fPolynome dieser
asslRe hatten Agrawal und Biswas einen probabilisti-
schen Gleichheitstest besahkter Irrtumswahrschein-
lichkeit entwickelt, der auf die vollandige Aufstellung
der Polynome verzichtete. Leider befand sich der resul-
tierende Test polynomialer Laufzeit weit au3er Konkur-
renz zu dem von Miller und Rabin. Eine neue Idee war
geboren und taugte zaohst nur fir eine Ful3note in der
Geschichte der Primafditstests.

Zwei Jahre sater begann Agrawal, mit seinen Stu-
denten am IITK das Potential der neuen Primzahlcha-
rakterisierung, an das er fest glaubte, genauer zu unter-
suchen.

Zwei Bachelor-Arbeiten

Das Zulassungsverfahren zum Studium am Indian In-
stitute of Technology isfiuRerst streng und selektiv.
Fur das Studium an einem der sieben Standorte des IIT
und zwei weiteren Institutionen gibt es ein zweistufi-
ges gemeinsames Zulassungsverfahrdoift Entran-
ce Examination (JEE)"). So bewarben si¢hr tlie Zu-
lassung im letzten Jahr 150 000 Inder, nach einer ersten
dreistindigen Klausur in Mathematik, Physik und Che-
mie wurden 15 000 zur zweitenifung eingeladen, be-
rstehend aus je einer zwdisidigen Klausur in den drei
aftachern. SchlieBlich wurden 2900 Studieitpe ver-
Igfdben, davon 450F Informatik am sehr renommierten
MIT in Kanpur. Kein Wunder, dass in Indien gutes Geld
tmit der Vorbereitung der Kandidaten auf die gehtete
-JEE verdient wird und Absolventen des IIT in aller Welt
Effit Kusshand eingestellt werden.
Mit solch hochmotivierten Studenten arbeitete
l wal nun weiter am Primalitstest. Mit Rajat Bhat-
Macharjee und Prashant Pandey kam die Idee auf, statt
der viel zu groRen Polynompotenzen— a)™ nur deren
NReste nach Division durch” — 1 zu betrachten. Bleibt
OP1ogarithmisch inn, so lassen sich diese sehr viel klei-
8eren Reste mit geschickten Algorithmen direkt in po-
Dliynomialer Laufzeit berechnen.
€- |stn eine Primzahl, so ist sicherliéh

€ (z—a)"=2"—-a mod (z" —1,n)

(Tr,0)
fur jedesr und zun teilerfremdea. Welchea undr er-
lauben den umgekehrten Schluss, dagsim ist?

Die beiden Studenten fixierten in ihrer gemeinsa-
men Bachelor-Arbeit = 1 und untersuchten diedii-
genr. Durch Auswertung von Experimenten mit<
100 undn < 10'° gelangten sie zu folgender Vermu-
tung. Fallsr undn teilerfremd sind und
len,

Ing

D

(z—1)"=2"—-1 mod (2" —1,n) (Tr1)

’Die Isomorphie-Vermutung von Berman und Hartmanis implizP # NP.
3Ich folge der Notation von Agrawal et al. und bezeichne pit) = ¢(z) mod (z” — 1,n) die Gleichheit der Reste der Polynome
p(z) undg(z) nach Division durckx™ — 1 und Division der Koeffizienten durch.
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gilt, ist entwedem prim oder es giltn? = 1 mod 7.

Letzteres ist fir eine der ersteog, n Primzahlenr

nicht der Fall, so dass man einen Nachweis der Pri
litat vonn in polynomialer LaufzeiO(log®*¢ n) erhal-
ten wirde.

Nitin Saxena

Neeraj Kayal

Nun traten die bislang fehlenden Helden unserer
schichte auf, die Studenten Neeraj Kayal und Nitin
xena. Beide waren Mitglieder der indischen Mannsc
bei der internationalen Mathematik-Olympiade 19
Informatik statt Mathematik studierten sie wegen
besseren Berufsaussichten, fanden aber in der Kon
xitatstheorie einen Weg, sich weiterhin mit Mathemg
auf hohem Niveau zu befassen.

Sie untersuchten in ihrer gemeinsamen Bache
Arbeit die Beziehung des Testg,(;) zu bekannten Pri
malitatstest-Primitiven undihrten im Zusammenhan
einer von ihnen untersuchten Grupgeatrospektiver
Zahlen eine Beweisidee ein, die sictatgr als wesent
lich erweisen sollte.

Die im April 2002 abgegebene Arbeit der beid
tragt den Titel, Towards a deterministic polynomia
time primality test*. Eine Vision, das Ziel ist schon fe
im Auge.

Veranderung des Blickwinkels

Sie fuhren in diesem Sommer Zshst nicht zur Fami
lie nach Hause, sondern begannen sofort mit dem [
torstudium. Saxena hatte eigentlich ins Ausland ge
wollen, aber — Ironie des Schicksals — kein Stipend
fur die Universiait seiner Wahl erhalten.

Nur eine kleine Veiinderung des Blickwinkels is

noch rotig. Beide Bachelor-Arbeiten haben den T,
(Tr,o) fur festesa = 1 und variierendes studiert. \Was
kommt heraus, wenn man stattdessdixiert unda va-
riieren lasst? Am Morgen des 10. Juli gelang der Dur
bruch: bei geeigneter Wahl der Parameteraéirinan
nichts weniger als eine Charakterisierung Ysimzahl-
potenzen

Das durch Dan Bernstein géglete Ergebnis laute
nun wie folgt.
Satz von Agrawal-Kayal-Saxena.Fir n € N sei-
eng,r primunds < n so gevahlt, dassq|r — 1,

1

n(r=1/4 20,1 mod r und

(

Giltdannralle1 < a < s, dass (i)a teilerfremd zwn
istund (ii) im Ring der Polynom@[z] (z—a)” = 2" —a
mod (z" — 1,n), so istn eine Primzahlpotenz.
Der einfache, kurze und ideenreiche Beweis des Sat-
zes bereitet soviel Verdigen, dass er jedem Leser zur
Lekture ans Herz gelegt sei.

Der Satz @ihrt unmittelbar zum mittlerweile so ge-
nanntenAKS-Algorithmus::

ma- g+s—1

S

) > n2lvF|

1. Entscheide, ob n echte Potenz einer natirli-

\ chen Zahl ist. Wenn ja, gehe zu Schritt 5.

2. Wabhle (q,r,s) gemal den Voraussetzungen
Ge-  des Satzes.
Sa-
'1aft3 Fura=1,...,s— 1 tue jeweils folgendes:

07. ™
der
nple-
atik

(i) Ist a Teiler von n, gehe zu Schritt 5.

(i) Ist (z — a)™ # 2™ —a mod (z" — 1,n),
| gehe zu Schritt 5.
lor_

4,

T

g n ist prim. Fertig.

5. n ist zusammengesetzt. Fertig.

eBchritt 1 kisst sich mit Varianten der Newton-Iteration in
[polynomialer Laufzeit erledigen. Die Laufzeit des domi-
gtierenden Schrittes 3 ist bei Verwendung schneller FFT-

basierter Arithmetik gegeben duréi(s r log? n), wo-

bei die Tildeliber dem GroR3-O weitere logarithmische

Faktoren ins, r undlogy n unterdiickt.

Wir miissen alsolfr unser Ziek undr hdchstens po-

lynomial inlog n wachsen lassen. Dies ist Aufgabe des
+ Schritts 2. Schauen wir uns zawhst an, was prinzipiell
Dakiglich ist. Wahlt mans = 8¢ mit einem festen Faktor
herso liefert die Stirlingsche Formel die Asymptotik

um
log ( ) ~ cglq.

Die Bedingungen des Satzes erfordern demnach asym-
CH'gotisch

g+s—1

5t s

est

q 2 2co| /7| logn.

Fur groRen kann das im wesentlichen nur funktionie-

ptren, wenn es wenigstens unendlich viele Primzaklen
gibt, so dass — 1 einen Primfaktog > r!/2+9 pesitzt.
Dabei handelt es sich um ein gut studiertes Problem der
analytischen Zahlentheorie.
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Sophie Germain und die Fermatsche
Vermutung

Das bestragliche Preis-Leistungsveilnis g/r erhalt

man fur die nach Sophie Germain benannten ung
den Primzahlery, fur welche auchr = 2¢ + 1 prim

ist. Sie hatte 1823l diese Primzahlen gezeigt, dg
der sogenannte erste Fall der Fermatschen Vermy
gilt: 7 + y? 249 besitzt keine ganzzahligedksung
mit ¢ 1 zyz. Deshalb begann man sich brennendid:
Zu interessieren, ob es denn wenigstens unendlich

dieser freundlichen Primzahlen gibt. Uiigklicherwei-
se weill man es bis auf den heutigen Tag nicht. Heu
scheUberlegungenithrten Hardy und Littlewood 192
jedoch zu folgender sehr gmisen Vermutungiber die
tatsachliche Dichte von Germain-Primzahlen

2Cy x
2

#{q < z | gund2q + 1 sind prim} ~ ,
In“z
wobei Cy = 0,6601618158. .. die Primzahlzwillings-
Konstante ist.

Ware diese Vermutung richtig, séknte man Prim;
zahleng undr = 2¢q + 1 der GBRe O(log?n) fin-
den, welche den Voraussetzungen des Satzes der
entsprechen. Der AKS-Algorithmusgitie dann die po
lynomiale LaufzeitO(log®n). Da die Vermutung bis
z = 1010 eindrucksvoll besitigt worden ist, wird sich
der AKS-Algorithmus in jedem Fallir bis zu100 000-
stellige Zahlem wie einer der Komplexiit O (log® n)
verhalten.

Fast zehn Jahre vor dem eridligpen Beweis der

Fermatschen Vermutung durch Andrew Wiles bewie
Adleman, Fouvry und Heath-Brown 1985, was mit H
fe der Germain-Primzahlen nicht gelungen wamtich
dass der erste Fallif unendlich viele Primzahlen rich
tig ist [3]. Dabei hatten Adleman und Heath-Brown
Verallgemeinerung der Germain-Primzahlen genau |
Paarg(q, r) studiert, die auchifr den AKS-Algorithmus
eine grof3e Rolle spielen.

Eine Fields-Medalille

Prazise verlangten sie, dass die Ab&tdung

#{r<z|grprimq|r—1;q> a2t} > c;

Inz
einen zudssigen Exponenten> 1/6 besitzt. Die Jagc
nach dem gil3tend hatte 1969 mit Morris Goldfeld [4
begonnen, def ~ 1/12 erhalten hatteEtienne Fouvry
[5] beendete sie vaaufig 1985 mity = 0, 1687 > 1/6.
Alle diese Arbeiten benutzen sehr tiefe Methoden

» der analytischen Zahlentheorie, welche dasf3e Sieb
des Enrico Bombieri weiterentwickeln. Dieses Sieb hat-
te er 1965 im Alter von 25 Jahren publiziert, 1974 er-
hielt er die Fields-Medaille. Esidifte also,Jedermann®
opghwer fallen, den Beweis dieser Abatiung im De-
tail verstehen zu wollen. Manindra Agrawals Antwort
.auf meine Frage, ob sich einer der Drei diesérd un-
tifgogen htte, lautet:

af
viele

We tried! But Sieve theory was too dense
for us — we have no background in analyti-
cal number theory. So after a while we just
isti- gave up.
P
Sie brauchten es auch nichthe result was stated the-
re in precisely the form we needed®, und sie konnten
sich seiner Korrektheit im Vertrauen auf Begutachtun-
gen und eines gewissen zeitlichen Abstandes gewiss
sein. Umso mehr als das Ergebnis von Fouvry im Zu-
sammenhang mit der heild3 udérkpften Fermatschen
Vermutung stand und in dénventionerschienen war.
Oder doch nicht? Fouvry vergal3 bei der Zitation ei-
nes Lemmas von Bombieri, Friedlander und Iwaniec ei-
PeePedingung mit anzugeben und mit zu doeksichti-
| gen. Diese zu#zliche Bedingungerkleinertden ermit-
 telten Wert vord —aufé = 0, 1683 > 1/6. Er hatte auch
unterhalb der kritischen Schwelle seiarinen. Fouvry
hat diese Korrektur sjier Roger Baker mitgeteilt und
sie ist in einemUberblicksartikel [6] von diesem und
Glyn Harman 1996 publiziert worden.
Agrawal, Kayal und Saxena wardibrigens auf
SERUVrYS Artikel Uber eine Internetsuche méoogle
n der Literaturliste einer Arbeit von Pomerance und
Shparlinski gestof3en. Auf Nachfrage nach dem besten
bekannten Wertiir § hatte ersterer sie dann auf die Ar-
eit von Baker und Harman verwiesen.
ene Unablangig vom bestidglichen Wert reicht > 0
aus, um einiir den AKS-Algorithmus zw@ssiges Tripel
(g, r, s) der berdtigten polynomialen Gif3e zu garantie-
ren,

—

N

=

r= O(log1/6 n), 1+1/2 n).

q,s = O(log
Der AKS-Algorithmus hat damit insgesamt eine garan-
tierte Laufzeit vonO(log®+3/% n). Damit ist die Aus-
sagePRIMES € P bewiesen, der Durchbruch gelun-
gen? Gratulation! Fouvrys korrigierter Weriif § liefert

i O(log'913 n), oder einfacher zu merken und dann auch

| ohne Tilde:O(log'? n).

Der Direktor des IIT in Kanpur, Sanjay Dhande,
war so begeistert von der Schlagzeile in der New York

atisnes, dass er sich sicher zeigte, Agrawalrde r

4Am 22. Januar 2003 stellte Dan Bernstein eine Version séapiers [2] ins Netz, die eine leichte Variation des SatpesAgrawal-
Kayal-Saxena en#it und es erlaubt, ganz ohne tiefliegende analytische Attderie auszukommen. Nach Anwendung eines Satzes von
Tschebyscheff (das Produkt der Primzahiegk ist mindesteng*) ergibt sich fmlich, dass der Algorithmus mit s = O(log® n) funk-
tioniert. Somit ist heute der Nachweis veRIMES € P vollstandig elementar und bis ins letzigrf,Jedermann” nachvollziehbar. Diese

Variation wurde Bernstein bereits am 14. August 2002 voarihE
recht, wenn er mir schreibtOur specialists should reflect about t

rfinder Hendrik Lenstra mitgeteilt. Vielleicht hat RaiRibenboim ja
heir convoluted neiasd’
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die hdchsten Auszeichnungen in der Mathematik nopmier \Ollig inpraktikablen, aber grundlegend neuen Idee
niert2 In vier Jahren wird er 40 Jahre alt sein. von Goldwasser und Kilian. Und die jetzt von Agra-

wal, Kayal und Saxena vorgelegte Methode ist so un-
vorhergesehen neu und brilliant, dass wir getrost abwar-
ten kbnnen, wozu sie im weiteren Reifungsprozess noch

alles fahig sein wird.
In den Newsgroups und den Zeitungen wird schnell|die

Frage nach der praktischen Verwertbarkeit gestellt, sind .

doch groRRe Primzahlen heute wichtiger Bestandteil geHKunftspl ane

Kryptographie. Halten wir zuiichst einmal fest, dass ejin . _ o
wichtigestheoretische®roblem gebst wurde, an dem Die Drei planen, ihre Arbeit bei deAnnals of Mathe-
sich mehrere Jahrzehnte die Fachwelt vergeblich v@taticseinzureichen und befinden sich hierzu im Kon-
sucht hat. Agrawal selbst betont stets, dass ihn das|Bpét mit Peter Sarnak. Sie wollen den Artikel neu auf-
blem als intellektuelle Herausforderung interessiert|Hghreiben,in a more ‘mathematical’ way as opposed to
und der AKS-Algorithmus gegerantig sehr viel lang ‘computer science’ way as that would be more suitable
samer ist als jene Algorithmen, mit welchen die Rekdp Annals®. _

de der Stellenanzahl von Primzahlbeweisen auf defzei- Und zur Getihlslage und Zukunft der beiden Dok-
tig 5020 Dezimalstelléhhochgetrieben wurden. Marioranden Kayal und Saxena sagt Agrawal:

darf schlief3lich nicht vergessen, dass es sich bei der

Definition von Komplexiatsklassen wi€® um das rei
theoretische Konzept einer asymptotischen Aussage f
n — oo handelt. Der Laufzeitvorteil eines polynomialen
gegetilber eines superpolynomialen Algorithmus kann
daher im Einzelfall sehr wohl erstif so grol3en in
Erscheinung tretenjif die keiner der beiden Algorith-
men auf @ngiger Hardware noch zu unseren Lebzei-
ten eine Antwort liefernitrrde. Es kommt in der Praxis
auch auf die Konstanten im Grof3-O der Komplatst
absclkatzung an.

»Industrial-grade primes" unterer Qualisstufe mi
512 Dualstellen werden auf einem handélechen
2GHz-PC mit Hilfe des Miller-Rabin-Tests in Bruc Danksagung
teilen einer Sekunde erzeugt. Bei Bedarf kann in we-
nigen Sekunden mit dem auf elliptischen Kurven basigrein herzlicher Dank gilt Manindra Agrawailf die Be-
renden ECPP-Verfahren nach Atkin-Morain ihre Primaeitwilligkeit, mit der er trotz tausender Gratulationen
I|tat tatﬁchllchbeWIeSEIwerden? Die LaufZEItkomple- per E_Ma” meine Fragen nach Hintergrundinformatio_

xitat diesesrobabilistischenAlgorithmus ist zwar eii nen sehr peimlich und ausihrlich beantwortete.
ne ,cloudy issue" (Carl Pomerance), aber heuristische

Uberlegungen legen nahe, dass der Erwartungswert ge-
rade auch beD(log® n) liegt. Literatur
Hingegen ist wegen der hohen Kosten der poly- _ _ -~
nomialen Kongruenzen im dritten Schritt des AKSH1] Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, Nitin Saxe-
Algorithmus die Konstante im vermuteted(log® n)- na, PRIMES Is In P, IIT Kanpur, Preprint vom
Laufzeitverhalten so groR3, dass er an einer 512-Bit- ©6-8-2002ww. cse.iitk.ac.in/news/\\
Primzahl zur Zeit etwa ein paar Tage arbeiteisste? primality.htm.
Dabei ist diese Konstante dank Dan Bernstein, Hendri
Lenstra, Felipe Voloch, Bjorn Poonen und Jeff Vaale
bereits gegeiiber der urspmglichen Formulierung des
Algorithmus um wenigstens den Fak®i 0% verbesser
worden — Stand vom 25. Januar 2003, vgl. [2]. [3] D. Roger Heath-Brown;The First Case of Fer-
Es fehlt also noch etwa ein Faktbd® zur Konkur- mat's Last TheorerrMath. Intelligencer 7(4), pp.
renzghigkeit. Auch das ECPP-Verfahren startete mifei- 40-47&55, 1985.

5Am 30. Oktober 2002 wurde ihm bereits delay Research Awarderliehen. Bisherige Preistger waren Andrew Wiles, die Stocha-
stiker Smirnov und Schramm und diedbrer der Fields-Medaille Connes, Lafforgue und Witten.

®Bitte nicht mit der Rekordjagd nach dgroRtenbekannten Primzahl verwechseln, zur 2244697 —1, eine Mersennesche Primzahl
mit 4053 946 Dezimalstellen. Diese Zahlen sind voller Struktur undéasisochspezialisierte Algorithmen ans Werk.

’Z.B. mitdem unteht t p: / / www. znz. freesurf. fr/ pages/ pri mo. ht m frei verfiigbaren Programm PRIMO von Marcel
Martin, das derzeitig den Rekorélh

®Ein entsprechendes Experimeiitrfie in den tchsten Monaten sicherlich erfolgen.

Wie praktisch!?

They are happy, but at the same time qui-
te cool about it. | would say they are very
level-headed boys. As for their PhD, yes |
am sure that this work will qualify for their
PhD. But | have advised them to stay back
for a couple of years since this is the best
time they have for learning. They still need
to pick up so many things. But they are free
to make the decision — they already have an
offer from TIFR [Tata Institute of Funda-
mental Research].

] Daniel Bernstein, Proving Primality after
Agrawal-Kayal-SaxenaFassung vom 25. 1. 2003,
cr.yp.to/ papers. ht m \ #aks.
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[4] Morris Goldfeld, On the number of primeg for | Stark gekirzte und aktualisierte Fassung des Beitrags gleichen Ti-
whichp + a has a large prime factgiMathemati-| tels in denMitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
ka 16, pp. 23-27, 19609. Heft 4-2002, 14-21.

[5] Etienne Fouvry,Théoreme de Brun-Titchmarsh;
application au tleoreme de Fermatnvent. Math. Adresse des Autors:

79, 383-407, 1985. Prof. Dr. Folkmar Bornemann
[6] Roger C. Baker, Glyn HarmanThe Brun-| Zentrum Mathematik

Titchmarsh Theorem on Average Proceedings Technische Universit Minchen

of a conference in honor of Heini Halberstam, VoB5747 Garching bei Mnchen

1, pp. 39-103, 1996. bor nemann@ra. t um de

Polynomielle Gleichungen mit Massenwirkungskinetik

Karin Gatermann

Bei der Modellierung von chemischen Reaktionssystaehrerer reeller positiverdsungen die Grundlagéif
men treten speziellelthnbesetzte polynomielle Glei-die Existenz von Reaktions-Diffusions-Wellen. Auler-
chungssysteme auf, die wir mit Methoden der Cordem ist es die Voraussetzungrfdie Anwendung der
puteralgebra, algebraischen Geometrie und der disksigubren Sbrungstheorie.
ten Mathematik untersuchen. Ziel ist es, die Struktur Uber die statioAren Losungen der Differentialglei-
der Gleichungen und ihre Konsequenzen so genay waleingen, ihre Stabilit und Hopf-Verzweigung gibt es
mdglich zu verstehen. eine reichhaltige nicht-algebraische Literatur [1,3.4,5
Das zeitliche (bzw. raumzeitliche) Verhalten de3ehr bekannt sind zum Beispiel das deficiency-zero-
Konzentrationer; von Chemikalien thrend einer Ref Theorem und das deficiency-one-Theorem von Fein-
aktion wird durch eine gedhnliche Differentialglei{ berg [4,5]. Wie wir in [6] gezeigt haben, beruht das
chung (bzw. partielle Differentialgleichung) beschrialeficiency-one-Theorem darauf, dass eine homogene to-
ben. Das Standardmodell ist die sogenaméassenwir-| rische Varieat einen eindeutigen Schnitt mit einem Ke-
kungskinetik wodurch eine polynomielle Differential-gel hat (siehe Abbildung 1).
gleichung Um dies zu verstehen, ist die torische Geometrie,

. g sind also die torischen Ideale und ihre zugyeden Va-

@ =YuloIx¥(z), ¥j(z)=a%.j=1....n rietaten entscheidend.
entsteht. Dabei sind die Matrized, und I, durch Im Gegensatz zur recht abstrakten Theorie betrach-
die Struktur der Reaktionen (@thiometrie) gegeben.ten wir Varietiten, die der Theoretiker als konkrete Ein-
wahrend die Matri¥ g die Reaktionsgeschwindigkeitemettungen bezeichnet. Gegeben Polynome mit auftreten-
k;; als Parameter erdlt, von denen oft nur die ®@Ren-| den Monomenz¥?, ..., 2% und Matrix der Exponen-
ordnung bekannt ist. Die Exponenten der auftretenden, so bezeichnet man
Monome sind im Wesentlichen Spalten der Mafrix o
Zusatzliche Bedingungen wie z. B.pdie Massenerhaltling” = {f € Clal | f(woa™, ..., zoa™) =0, Va, z0}
werden durch lineare Gleichungefx — ¢; = 0 beiiick- | als homogenes torisches Ideal. Die Monome parame-
sichtigt. Die Hauptfrage, zu deren Antwort die Compurisieren die zugebrige torische Variéit. In Singular
teralgebra einen Beitrag leistet, ist die Frage nach pasid anderen CA-Systemen gibt es Implementationen
tiven statiofren Losungen und deren ABhgigkeit von| effizienter Spezialalgorithmeriif die Berechnung von
den Parametern. Diese Fragdltffolglich in das Gebiet Grobnerbasen solcher torischen Ideale. Eine einfache
der reellen algebraischen Geometrie. und fundamentale Idee der algebraischen Geometrie ist,

Fur Anwender ist die Analyse der Gleichungsstruklie Losung des urspinglichen Gleichungssystems auf
tur von gro3er Bedeutung, da diese Struktur die Struke Losung eines linearen, eines binomiellen und eines
tur der Losungen impliziert. Insbesondere interessienonomiellen Gleichungssystems aakzufihren.
die Abhangigkeit von den Parametern. Sonken bei Ein wichtiges Ergebnis der torischen Geometrie be-
der Modellierung von chemischen Prozessen schon|difft die Anzahl der komplexen &sungen von iinn-
fruh Modelle verworfen werden (Modelldiskriminiebesetzen Gleichungssystemen. Diese sogenannte BKK-
rung). Das ist der erste Schritt zum Veénstinis des dy: Anzahl kann man entweder durch eine gemischte Un-
namischen Verhaltens. Insbesondere ist das Auftreterteilung der Newton-Polytope ausrechnen [2] oder
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