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Wir möchten an dieser Stelle bereits auf unsere Ta-
gungComputeralgebra in Lehre, Ausbildung und Wei-
terbildung IVhinweisen, die 2004, wieder in der Wo-
che nach Ostern, im Kloster Schöntal stattfinden wird.
Rechts sehen Sie ein Foto von einem Vortrag bei
der Scḧontal-Tagung im vergangenen Jahr. Weitere In-
formationen, auch zu den vorangegangenen Tagun-
gen, finden Sie auf der Internetseitehttp://www.
fachgruppe-computeralgebra.de/CLAW.

Themen und Anwendungen der Computeralgebra

Der folgende Artikel ist unter gleichem Titel in den Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Heft
4-2002, 14–21 erschienen. Wir bedanken uns für die Erlaubnis, ihn hier in einer gekürzten und aktualisierten
Fassung abdrucken zu dürfen.

Ein Durchbruch für ” Jedermann“

Folkmar Bornemann

Zusammenfassung

”
New Method Said to Solve Key Problem in Math“ titelte die New York Times am 8. August 2002 und

meinte den Nachweis vonPRIMES
��, ein bislang großes offenes Problem der algorithmischen Zahlentheo-

rie und theoretischen Informatik. Manindra Agrawal, Neeraj Kayal und Nitin Saxena vom Indian Institute of
Technology war es durch einenüberraschend eleganten und brilliant einfachen Algorithmus gelungen, die bin-
nen weniger Tage von der Korrektheitüberzeugte Fachwelt ins Schwärmen zu versetzen:

”
This algorithm is

beautiful“ (Carl Pomerance),
”
It’s the best result I’ve heard in over 10 years“ (Shafi Goldwasser).

Vier Tage vor der Schlagzeile in derNew York Times, an
einem Sonntag, hatten die Drei einen neunseitigen Pre-
print mit dem Titel

”
PRIMESis in�“ verschickt. Montag

früh befand Carl Pomerance das Resultat für korrekt, or-
ganisierte in seiner Begeisterung für den Nachmittag ein
spontanes Seminar und informierte dieNew York Times.
Dienstag wurde der Preprint im Internet frei zugänglich
[1]. Donnerstag beendete Hendrik Lenstra Jr. eine kurze
Nörgelei im E-Mail-VerteilerNMBRTHRY mit dem Dik-
tum:

The remarks [���] are unfounded and/or in-
consequential. The proofs [���] do NOT ha-
ve too many additional problems to menti-
on. The only true mistake is [���], but that
is quite easy to fix. Other mistakes [���] are
too minor to mention. The paper is in sub-
stance completely correct.

Und bereits am Freitag stellte Dan Bernstein einen auf
eine Seite verk̈urzten, gegl̈atteten Beweis des Hauptre-
sultats ins Netz [2].

Diese f̈ur die Mathematik ungeẅohnlich kurze
Prüfungsphase spiegelt neben der Kürze und Eleganz
des Arguments auch seine technische Einfachheit wi-
der,

”
suited for undergraduates“. Zwei der Autoren, Ka-

yal und Saxena, haben selbst erst dieses Frühjahr ih-
ren Bachelor-Abschluss in Computer Science erworben.
Handelt es sich also ausnahmsweise um einen für

”
Je-

dermann“ verstehbaren Durchbruch?
Hans-Magnus Enzensberger positionierte in seiner

Rede auf dem Berliner ICM 1998 die Mathematik so-
wohl im

”
Jenseits der Kultur“ als auch in einem golde-

nen Zeitalter durch Erfolge einer Qualität, die er beim
Theater oder Sport vermisste. Allerdings stellen etliche
jener Erfolge selbst viele Mathematiker vor die Frage
nach dem Jenseits und Diesseitsinnerhalbder Mathe-
matik.

So bastelt jeder an seiner Zinne des Turms zu Babel
namens Mathematik und hält die hier erzielten Erfolge
für die wesentlichen. Selten genug stellt sich wie jetzt
Anfang August ein Erfolg, ja gar ein Durchbruch ein,
der vom Fundament des Turms aus für

”
Jedermann“ in

sich verstehbar ẅare.
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Angesichts dessen sprach Paul Leyland aus, was
viele dachten:

”
Everyone is now wondering what else

has been similarly overlooked.“
Kann dies erkl̈aren, was Agrawal in großes Erstau-

nen versetzte (
”
I never imagined that our result will be of

much interest to traditional mathematicians“); nämlich
warum auf die eigens eingerichtete Webseite innerhalb
der ersten zehn Tagëuber zwei Millionen Zugriffe er-
folgten und dreihunderttausendfach der Preprint herun-
tergeladen wurde?

Als Numeriker kein algorithmischer Zahlentheore-
tiker, außerhalb meiner Zinne solch ein

”
Jedermann“,

wollte ich die Probe aufs Exempel machen.

Das Problem

Erfreulicherweise motivieren die Drei ihre Arbeit nicht
mit der Bedeutung von Primzahlen für die Krypto-
graphie, sondern siëubernehmen zu Beginn vom ge-
schichtsbewussten Don Knuth ein Zitat des großen Carl
Friedrich Gauß aus dem Artikel 329 derDisquisitiones
Arithmeticae(1801), hier wiedergegeben in der Maser-
schenÜbersetzung von 1889:

Dass die Aufgabe, die Primzahlen von
den zusammengesetzten zu unterscheiden
und letztere in ihre Primfactoren zu zer-
legen, zu den wichtigsten und nützlich-
sten der gesamten Arithmetik gehört und
die Bem̈uhungen und den Scharfsinn so-
wohl der alten als auch der neueren Geo-
meter in Anspruch genommen hat, ist so
bekannt, dass es̈uberfl̈ussig ẅare, hier̈uber
viele Worte zu verlieren. [���] ausserdem
dürfte es die Ẅurde der Wissenschaft erhei-
schen, alle Ḧulfsmittel zur L̈osung jenes so
eleganten und berühmten Problems fleissig
zu vervollkommnen.

Kann die Primaliẗat sehr großer Zahlenprinzipiell ef-
fizient entschieden werden? Diese Frage wird im Rah-
men der modernen Komplexitätstheorie mathematisch
durch die Forderung einerpolynomialenLaufzeit kon-
kretisiert, wobei die Eingabelänge der Zahl proportional
zur Anzahl der Dualstellen, also in etwa�����ist. Gibt
es also einen deterministischen Algorithmus, der mit ei-
nem festen Exponenten�für jede naẗurliche Zahl�in�������	Rechenschritten entscheidet, ob diese prim
ist oder nicht; kurz die bislang große offene Frage: Gilt
PRIMES
�?

Stand der Dinge vor August 2002

Sp̈atestens seit Gauß ist die Entscheidungüber die Pri-
malität einer Zahl im Falle der Zusammengesetztheit
nicht länger mit einer (partiellen) Faktorisierung ver-
bunden. Im Artikel 334 derDisquisitionesheißt es:

Die letztere [Bemerkung] aber verdient in-
sofern den Vorzug, als sie meistens ei-
ne einfachere Rechnung gestattet, indessen
giebt sie nicht immer [���] die Factoren
der zusammengesetzten Zahlen selbst, je-
doch unterscheidet auch sie die zusammen-
gesetzten Zahlen von den Primzahlen.

Ausgangspunkt vieler solcher Verfahren ist der kleine
Satz von Fermat. Er besagt, dass für einePrimzahl�
und eine zu�teilerfremde Zahl�stets gilt

��� �����

Leider ist die Umkehrung falsch, Primzahlen lassen
sich auf diese Weise nicht charakterisieren. Andererseits

”
using the Fermat congruence is so simple, that it seems

a shame to give up on it just because there are a few
counter examples“ (Carl Pomerance). So nimmt es nicht
Wunder, dass Verfeinerungen dieses Kriteriums Grund-
lage wichtiger Algorithmen sind:

Der elementareprobabilistischeAlgorithmus von
Miller und Rabin aus dem Jahre 1976 bemüht einen Zu-
fallszahlengenerator und stellt nach�Durchl̈aufen ent-
weder fest, dass die Zahlmit Sicherheitzusammenge-
setzt ist, oder dass die Zahlhöchstwahrscheinlichprim
ist, wobei die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums bei un-
ter��

�
liegt. Die Zeitkomplexiẗat liegt bei

������
��	,

wobei das Groß-O eine relativ kleine Konstante enthält.
Der Algorithmus ist in der Praxis also sehr schnell und
findet seine Verwendung in der Kryptographie zur Pro-
duktion von

”
industrial-grade primes“ (Henri Cohen). In

der Sprache der Komplexitätstheorie heißt dies knapp
PRIMES
co-��.

Beim deterministischenAlgorithmus von Adleman,
Pomerance und Rumely aus dem Jahre 1983 wird sehr
viel mehr Theorie betrieben und der kleine Fermatsche
Satz so auf ganze Zahlen eines Kreisteilungskörpers
verallgemeinert, dass Primzahlen vollständig charakte-
risiert werden k̈onnen. Die Laufzeit liegt bei super-
polynomialem

�����	
�������������

, die beste f̈ur einen
deterministischen Algorithmus vor dem August 2002.
Der dreifache Logarithmus im Exponenten wächst aller-
dings so langsam, dass sich praktische Varianten im Re-
kordfieber von Primaliẗatsbeweisen für Zahlen mit meh-
reren tausend Dezimalstellen exzellent geschlagen ha-
ben.

Eine andere Klasse moderner Algorithmen be-
nutzt elliptische Kurven beziehungsweise abelsche Va-
rietäten ḧoheren Geschlechts. So konnten Adleman und
Huang 1992 in einem sehr schwierigen und techni-
schen B̈uchlein zeigen, dass es einenprobabilistischen
Algorithmus polynomialer Laufzeit gibt, der nach�
Durchl̈aufen entweder eine definitive Antwort liefert
(Irrtum ausgeschlossen) oder gar keine, letzteres aber
mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner��

�
. In der Spra-

che der Komplexiẗatstheorie heißt dies knappPRIMES
���.
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Vor diesem Hintergrund, angesichts des erreichten
Schwierigkeitsgrades und des Ausbleibens weiterer Er-
folge in über zehn Jahren, war nicht zu erwarten, dass
die Ausgangsfrage kurz, elegant und für

”
Jedermann“

versẗandlich beantwortet werden könnte.

Manindra Agrawal

Auftritt Manindra Agrawal

Der Informatiker und Komplexiẗatstheoretiker Manin-
dra Agrawal erwarb 1991 seinen Doktortitel am Depart-
ment of Computer Science & Engineering des Indian
Institute of Technology in Kanpur (IITK). Nach einem
Aufenthalt als Humboldt-Stipendiat an der Universität
Ulm 1995/96 (

”
I really enjoyed the stay in Ulm. It hel-

ped me in my research and career in many ways.“) kehr-
te er als Professor nach Kanpur zurück. Er hatte vor zwei
Jahren auf sich aufmerksam gemacht, als er eine abge-
schẅachte Form der Isomorphie-Vermutung der Kom-
plexitätstheorie bewies.2

Um 1999 arbeitete er mit seinem Doktorvater Some-
nath Biswas an der Frage, mit probabilistischen Algo-
rithmen die Gleichheit von Polynomen zu entscheiden.
Als unschuldige Anwendung findet sich in der Publi-
kation

”
Primality and Identity Testing via Chinese Re-

maindering“ ein neuer probabilistischer Primalitätstest.
Ausgangspunkt war dabei eine Verallgemeine-

rung des kleinen Fermatschen Satzes aufPolynome,
die eine leichteÜbungsaufgabe für eine einf̈uhren-
de Zahlentheorie- oder Algebra-Vorlesung sein könnte:
Sind die naẗurlichen Zahlen�und�teilerfremd, so ist�
dann und nur dannprim, wenn im Ring der Polynome����gilt

����	������	 �����
Eine sehr elegante Charakterisierung von Primzahlen,
aber zun̈achst keine brauchbare. Allein die Berechnung

von
����	�verlangt mehr Rechenzeit als das Sieb

des Eratosthenes. Aber gerade für Polynome dieser
Größe hatten Agrawal und Biswas einen probabilisti-
schen Gleichheitstest beschränkter Irrtumswahrschein-
lichkeit entwickelt, der auf die vollständige Aufstellung
der Polynome verzichtete. Leider befand sich der resul-
tierende Test polynomialer Laufzeit weit außer Konkur-
renz zu dem von Miller und Rabin. Eine neue Idee war
geboren und taugte zunächst nur f̈ur eine Fußnote in der
Geschichte der Primalitätstests.

Zwei Jahre sp̈ater begann Agrawal, mit seinen Stu-
denten am IITK das Potential der neuen Primzahlcha-
rakterisierung, an das er fest glaubte, genauer zu unter-
suchen.

Zwei Bachelor-Arbeiten

Das Zulassungsverfahren zum Studium am Indian In-
stitute of Technology isẗaußerst streng und selektiv.
Für das Studium an einem der sieben Standorte des IIT
und zwei weiteren Institutionen gibt es ein zweistufi-
ges gemeinsames Zulassungsverfahren (

”
Joint Entran-

ce Examination (JEE)“). So bewarben sich für die Zu-
lassung im letzten Jahr 150 000 Inder, nach einer ersten
dreisẗundigen Klausur in Mathematik, Physik und Che-
mie wurden 15 000 zur zweiten Prüfung eingeladen, be-
stehend aus je einer zweistündigen Klausur in den drei
Fächern. Schließlich wurden 2900 Studienplätze ver-
geben, davon 45 für Informatik am sehr renommierten
IIT in Kanpur. Kein Wunder, dass in Indien gutes Geld
mit der Vorbereitung der Kandidaten auf die gefürchtete
JEE verdient wird und Absolventen des IIT in aller Welt
mit Kusshand eingestellt werden.

Mit solch hochmotivierten Studenten arbeitete
Agrawal nun weiter am Primalitätstest. Mit Rajat Bhat-
tacharjee und Prashant Pandey kam die Idee auf, statt
der viel zu großen Polynompotenzen

����	�nur deren
Reste nach Division durch����zu betrachten. Bleibt�logarithmisch in�, so lassen sich diese sehr viel klei-
neren Reste mit geschickten Algorithmen direkt in po-
lynomialer Laufzeit berechnen.

Ist�eine Primzahl, so ist sicherlich3

����	����� ����������	 (	�
�)

für jedes�und zu�teilerfremde�. Welche�und�er-
lauben den umgekehrten Schluss, dass�prim ist?

Die beiden Studenten fixierten in ihrer gemeinsa-
men Bachelor-Arbeit���

und untersuchten die nöti-
gen�. Durch Auswertung von Experimenten mit����

und�����
gelangten sie zu folgender Vermu-

tung. Falls�und�teilerfremd sind und

����	����� ����������	 (	�
�)
2Die Isomorphie-Vermutung von Berman und Hartmanis impliziert�����.
3Ich folge der Notation von Agrawal et al. und bezeichne mit��������� ������� !"�die Gleichheit der Reste der Polynome

����und����nach Division durch��� und Division der Koeffizienten durch".
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gilt, ist entweder�prim oder es gilt�
������.

Letzteres ist f̈ur eine der ersten�����Primzahlen�
nicht der Fall, so dass man einen Nachweis der Prima-
lit ät von�in polynomialer Laufzeit

�����
����	erhal-

ten würde.

Neeraj Kayal Nitin Saxena

Nun traten die bislang fehlenden Helden unserer Ge-
schichte auf, die Studenten Neeraj Kayal und Nitin Sa-
xena. Beide waren Mitglieder der indischen Mannschaft
bei der internationalen Mathematik-Olympiade 1997.
Informatik statt Mathematik studierten sie wegen der
besseren Berufsaussichten, fanden aber in der Komple-
xitätstheorie einen Weg, sich weiterhin mit Mathematik
auf hohem Niveau zu befassen.

Sie untersuchten in ihrer gemeinsamen Bachelor-
Arbeit die Beziehung des Tests (	�
�) zu bekannten Pri-
malitätstest-Primitiven und führten im Zusammenhang
einer von ihnen untersuchten Gruppe

”
introspektiver“

Zahlen eine Beweisidee ein, die sich später als wesent-
lich erweisen sollte.

Die im April 2002 abgegebene Arbeit der beiden
trägt den Titel

”
Towards a deterministic polynomial-

time primality test“. Eine Vision, das Ziel ist schon fest
im Auge.

Veränderung des Blickwinkels

Sie fuhren in diesem Sommer zunächst nicht zur Fami-
lie nach Hause, sondern begannen sofort mit dem Dok-
torstudium. Saxena hatte eigentlich ins Ausland gehen
wollen, aber – Ironie des Schicksals – kein Stipendium
für die Universiẗat seiner Wahl erhalten.

Nur eine kleine Ver̈anderung des Blickwinkels ist
noch n̈otig. Beide Bachelor-Arbeiten haben den Test
(	�
�) für festes���

und variierendes�studiert. Was
kommt heraus, wenn man stattdessen�fixiert und�va-
riieren l̈asst? Am Morgen des 10. Juli gelang der Durch-
bruch: bei geeigneter Wahl der Parameter erhält man
nichts weniger als eine Charakterisierung vonPrimzahl-
potenzen.

Das durch Dan Bernstein geglättete Ergebnis lautet
nun wie folgt.
Satz von Agrawal-Kayal-Saxena.Für � 
� sei-
en ���prim und ��so geẅahlt, dass�����

,

�������� 	�������und
������ ��������
Gilt dann f̈ur alle

����, dass (i)�teilerfremd zu�
ist und (ii) im Ring der Polynome

��������	�����
����������	, so ist�eine Primzahlpotenz.
Der einfache, kurze und ideenreiche Beweis des Sat-
zes bereitet soviel Vergnügen, dass er jedem Leser zur
Lektüre ans Herz gelegt sei.

Der Satz f̈uhrt unmittelbar zum mittlerweile so ge-
nanntenAKS-Algorithmus :

1. Entscheide, ob �echte Potenz einer natürli-
chen Zahl ist. Wenn ja, gehe zu Schritt 5.

2. Wähle
������	gemäß den Voraussetzungen

des Satzes.

3. Für �����������tue jeweils folgendes:

(i) Ist �Teiler von �, gehe zu Schritt 5.

(ii) Ist
����	� 	��������������	,

gehe zu Schritt 5.

4. �ist prim. Fertig.

5. �ist zusammengesetzt. Fertig.

Schritt 1 l̈asst sich mit Varianten der Newton-Iteration in
polynomialer Laufzeit erledigen. Die Laufzeit des domi-
nierenden Schrittes 3 ist bei Verwendung schneller FFT-
basierter Arithmetik gegeben durch����������	, wo-
bei die Tildeüber dem Groß-O weitere logarithmische
Faktoren in�, �und�����unterdr̈uckt.

Wir müssen also f̈ur unser Ziel�und�höchstens po-
lynomial in ����wachsen lassen. Dies ist Aufgabe des
Schritts 2. Schauen wir uns zunächst an, was prinzipiell
möglich ist. Wählt man����mit einem festen Faktor�
, so liefert die Stirlingsche Formel die Asymptotik

���

������ ������ ��

Die Bedingungen des Satzes erfordern demnach asym-
ptotisch ��������������
Für große�kann das im wesentlichen nur funktionie-
ren, wenn es wenigstens unendlich viele Primzahlen�
gibt, so dass���einen Primfaktor�������besitzt.
Dabei handelt es sich um ein gut studiertes Problem der
analytischen Zahlentheorie.
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Sophie Germain und die Fermatsche
Vermutung

Das bestm̈ogliche Preis-Leistungsverhältnis���erḧalt
man f̈ur die nach Sophie Germain benannten ungera-
den Primzahlen�, für welche auch������

prim
ist. Sie hatte 1823 für diese Primzahlen gezeigt, dass
der sogenannte erste Fall der Fermatschen Vermutung
gilt: ����� ��� besitzt keine ganzzahlige Lösung
mit �����. Deshalb begann man sich brennend dafür
zu interessieren, ob es denn wenigstens unendlich viele
dieser freundlichen Primzahlen gibt. Unglücklicherwei-
se weiß man es bis auf den heutigen Tag nicht. Heuristi-
scheÜberlegungen f̈uhrten Hardy und Littlewood 1922
jedoch zu folgender sehr präzisen Vermutung̈uber die
tats̈achliche Dichte von Germain-Primzahlen

������und����sind prim��������
���

wobei
�����		��	�
��
���die Primzahlzwillings-

Konstante ist.
Wäre diese Vermutung richtig, so könnte man Prim-

zahlen�und � �����
der Gr̈oße

�����
��	fin-

den, welche den Voraussetzungen des Satzes der Drei
entsprechen. Der AKS-Algorithmus hätte dann die po-
lynomiale Laufzeit ��������	. Da die Vermutung bis������

eindrucksvoll besẗatigt worden ist, wird sich
der AKS-Algorithmus in jedem Fall für bis zu

������
-

stellige Zahlen�wie einer der Komplexiẗat ��������	
verhalten.

Fast zehn Jahre vor dem endgültigen Beweis der
Fermatschen Vermutung durch Andrew Wiles bewiesen
Adleman, Fouvry und Heath-Brown 1985, was mit Hil-
fe der Germain-Primzahlen nicht gelungen war, nämlich
dass der erste Fall für unendlich viele Primzahlen rich-
tig ist [3]. Dabei hatten Adleman und Heath-Brown in
Verallgemeinerung der Germain-Primzahlen genau jene
Paare

����	studiert, die auch f̈ur den AKS-Algorithmus
eine große Rolle spielen.

Eine Fields-Medaille

Pr̈azise verlangten sie, dass die Abschätzung

�������prim;�����; ���������� ����
einen zul̈assigen Exponenten����	

besitzt. Die Jagd
nach dem gr̈oßten�hatte 1969 mit Morris Goldfeld [4]
begonnen, der������erhalten hatte.́Etienne Fouvry
[5] beendete sie vorläufig 1985 mit�����	
����	

.
Alle diese Arbeiten benutzen sehr tiefe Methoden aus

der analytischen Zahlentheorie, welche dasgroße Sieb
des Enrico Bombieri weiterentwickeln. Dieses Sieb hat-
te er 1965 im Alter von 25 Jahren publiziert, 1974 er-
hielt er die Fields-Medaille. Es dürfte also

”
Jedermann“

schwer fallen, den Beweis dieser Abschätzung im De-
tail verstehen zu wollen. Manindra Agrawals Antwort
auf meine Frage, ob sich einer der Drei dieser Mühe un-
terzogen ḧatte, lautet:

We tried! But Sieve theory was too dense
for us – we have no background in analyti-
cal number theory. So after a while we just
gave up.

Sie brauchten es auch nicht,
”
the result was stated the-

re in precisely the form we needed“, und sie konnten
sich seiner Korrektheit im Vertrauen auf Begutachtun-
gen und eines gewissen zeitlichen Abstandes gewiss
sein. Umso mehr als das Ergebnis von Fouvry im Zu-
sammenhang mit der heiß umkämpften Fermatschen
Vermutung stand und in denInventioneserschienen war.

Oder doch nicht? Fouvry vergaß bei der Zitation ei-
nes Lemmas von Bombieri, Friedlander und Iwaniec ei-
ne Bedingung mit anzugeben und mit zu berücksichti-
gen. Diese zus̈atzliche Bedingungverkleinertden ermit-
telten Wert von�– auf�����	
����	. Er ḧatte auch
unterhalb der kritischen Schwelle sein können. Fouvry
hat diese Korrektur sp̈ater Roger Baker mitgeteilt und
sie ist in einemÜberblicksartikel [6] von diesem und
Glyn Harman 1996 publiziert worden.

Agrawal, Kayal und Saxena waren̈ubrigens auf
Fouvrys Artikel über eine Internetsuche mitGoogle
in der Literaturliste einer Arbeit von Pomerance und
Shparlinski gestoßen. Auf Nachfrage nach dem besten
bekannten Wert f̈ur �hatte ersterer sie dann auf die Ar-
beit von Baker und Harman verwiesen.

Unabḧangig vom bestm̈oglichen Wert reicht���
aus, um ein f̈ur den AKS-Algorithmus zul̈assiges Tripel������	der ben̈otigten polynomialen Gr̈oße zu garantie-
ren,

�������
����	� ����������������	�

Der AKS-Algorithmus hat damit insgesamt eine garan-
tierte Laufzeit von�������������	. Damit ist die Aus-
sagePRIMES 
�bewiesen, der Durchbruch gelun-
gen.4 Gratulation! Fouvrys korrigierter Wert für�liefert��������
����	, oder einfacher zu merken und dann auch
ohne Tilde:

�����
���	.

Der Direktor des IIT in Kanpur, Sanjay Dhande,
war so begeistert von der Schlagzeile in der New York
Times, dass er sich sicher zeigte, Agrawal würde f̈ur

4Am 22. Januar 2003 stellte Dan Bernstein eine Version seinesPapiers [2] ins Netz, die eine leichte Variation des Satzes von Agrawal-
Kayal-Saxena entḧalt und es erlaubt, ganz ohne tiefliegende analytische Zahlentheorie auszukommen. Nach Anwendung eines Satzes von
Tschebyscheff (das Produkt der Primzahlen���ist mindestens

��
) ergibt sich n̈amlich, dass der Algorithmus mit�!��������"�funk-

tioniert. Somit ist heute der Nachweis vonPRIMES��vollständig elementar und bis ins letzte für
”
Jedermann“ nachvollziehbar. Diese

Variation wurde Bernstein bereits am 14. August 2002 von ihrem Erfinder Hendrik Lenstra mitgeteilt. Vielleicht hat Paulo Ribenboim ja
recht, wenn er mir schreibt:

”
Our specialists should reflect about their convoluted reasoning.“
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die ḧochsten Auszeichnungen in der Mathematik nomi-
niert.5 In vier Jahren wird er 40 Jahre alt sein.

Wie praktisch!?

In den Newsgroups und den Zeitungen wird schnell die
Frage nach der praktischen Verwertbarkeit gestellt, sind
doch große Primzahlen heute wichtiger Bestandteil der
Kryptographie. Halten wir zun̈achst einmal fest, dass ein
wichtigestheoretischesProblem gel̈ost wurde, an dem
sich mehrere Jahrzehnte die Fachwelt vergeblich ver-
sucht hat. Agrawal selbst betont stets, dass ihn das Pro-
blem als intellektuelle Herausforderung interessiert hat
und der AKS-Algorithmus gegenẅartig sehr viel lang-
samer ist als jene Algorithmen, mit welchen die Rekor-
de der Stellenanzahl von Primzahlbeweisen auf derzei-
tig 5020 Dezimalstellen6 hochgetrieben wurden. Man
darf schließlich nicht vergessen, dass es sich bei der
Definition von Komplexiẗatsklassen wie�um das rein
theoretische Konzept einer asymptotischen Aussage für���handelt. Der Laufzeitvorteil eines polynomialen
gegen̈uber eines superpolynomialen Algorithmus kann
daher im Einzelfall sehr wohl erst für so große�in
Erscheinung treten, für die keiner der beiden Algorith-
men auf g̈angiger Hardware noch zu unseren Lebzei-
ten eine Antwort liefern ẅurde. Es kommt in der Praxis
auch auf die Konstanten im Groß-O der Komplexitäts-
abscḧatzung an.

”
Industrial-grade primes“ unterer Qualitätsstufe mit

512 Dualstellen werden auf einem handelsüblichen
2GHz-PC mit Hilfe des Miller-Rabin-Tests in Bruch-
teilen einer Sekunde erzeugt. Bei Bedarf kann in we-
nigen Sekunden mit dem auf elliptischen Kurven basie-
renden ECPP-Verfahren nach Atkin-Morain ihre Prima-
lit ät tats̈achlichbewiesenwerden.7 Die Laufzeitkomple-
xität diesesprobabilistischenAlgorithmus ist zwar ei-
ne

”
cloudy issue“ (Carl Pomerance), aber heuristische

Überlegungen legen nahe, dass der Erwartungswert ge-
rade auch bei��������	liegt.

Hingegen ist wegen der hohen Kosten der poly-
nomialen Kongruenzen im dritten Schritt des AKS-
Algorithmus die Konstante im vermuteten��������	-
Laufzeitverhalten so groß, dass er an einer 512-Bit-
Primzahl zur Zeit etwa ein paar Tage arbeiten müsste.8

Dabei ist diese Konstante dank Dan Bernstein, Hendrik
Lenstra, Felipe Voloch, Bjorn Poonen und Jeff Vaaler
bereits gegen̈uber der urspr̈unglichen Formulierung des
Algorithmus um wenigstens den Faktor�����verbessert
worden – Stand vom 25. Januar 2003, vgl. [2].

Es fehlt also noch etwa ein Faktor
���

zur Konkur-
renzf̈ahigkeit. Auch das ECPP-Verfahren startete mit ei-

ner v̈ollig inpraktikablen, aber grundlegend neuen Idee
von Goldwasser und Kilian. Und die jetzt von Agra-
wal, Kayal und Saxena vorgelegte Methode ist so un-
vorhergesehen neu und brilliant, dass wir getrost abwar-
ten k̈onnen, wozu sie im weiteren Reifungsprozess noch
alles f̈ahig sein wird.

Zukunftspl äne

Die Drei planen, ihre Arbeit bei denAnnals of Mathe-
maticseinzureichen und befinden sich hierzu im Kon-
takt mit Peter Sarnak. Sie wollen den Artikel neu auf-
schreiben,

”
in a more ‘mathematical’ way as opposed to

‘computer science’ way as that would be more suitable
in Annals“.

Und zur Gef̈uhlslage und Zukunft der beiden Dok-
toranden Kayal und Saxena sagt Agrawal:

They are happy, but at the same time qui-
te cool about it. I would say they are very
level-headed boys. As for their PhD, yes I
am sure that this work will qualify for their
PhD. But I have advised them to stay back
for a couple of years since this is the best
time they have for learning. They still need
to pick up so many things. But they are free
to make the decision – they already have an
offer from TIFR [Tata Institute of Funda-
mental Research].
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Polynomielle Gleichungen mit Massenwirkungskinetik

Karin Gatermann

Bei der Modellierung von chemischen Reaktionssyste-
men treten spezielle dünnbesetzte polynomielle Glei-
chungssysteme auf, die wir mit Methoden der Com-
puteralgebra, algebraischen Geometrie und der diskre-
ten Mathematik untersuchen. Ziel ist es, die Struktur
der Gleichungen und ihre Konsequenzen so genau wie
möglich zu verstehen.

Das zeitliche (bzw. raumzeitliche) Verhalten der
Konzentrationen��von Chemikalien ẅahrend einer Re-
aktion wird durch eine geẅohnliche Differentialglei-
chung (bzw. partielle Differentialgleichung) beschrie-
ben. Das Standardmodell ist die sogenannteMassenwir-
kungskinetik, wodurch eine polynomielle Differential-
gleichung

������������	� ����	��	
����������
entsteht. Dabei sind die Matrizen

�� und
�� durch

die Struktur der Reaktionen (Stöchiometrie) gegeben,
während die Matrix

��die Reaktionsgeschwindigkeiten
���als Parameter enthält, von denen oft nur die Größen-
ordnung bekannt ist. Die Exponenten der auftretenden
Monome sind im Wesentlichen Spalten der Matrix

��.
Zus̈atzliche Bedingungen wie z. B. die Massenerhaltung
werden durch lineare Gleichungen�

�������ber̈uck-
sichtigt. Die Hauptfrage, zu deren Antwort die Compu-
teralgebra einen Beitrag leistet, ist die Frage nach posi-
tiven station̈aren L̈osungen und deren Abhängigkeit von
den Parametern. Diese Frage fällt folglich in das Gebiet
der reellen algebraischen Geometrie.

Für Anwender ist die Analyse der Gleichungsstruk-
tur von großer Bedeutung, da diese Struktur die Struk-
tur der L̈osungen impliziert. Insbesondere interessiert
die Abḧangigkeit von den Parametern. So können bei
der Modellierung von chemischen Prozessen schon sehr
früh Modelle verworfen werden (Modelldiskriminie-
rung). Das ist der erste Schritt zum Verständnis des dy-
namischen Verhaltens. Insbesondere ist das Auftreten

mehrerer reeller positiver L̈osungen die Grundlage für
die Existenz von Reaktions-Diffusions-Wellen. Außer-
dem ist es die Voraussetzung für die Anwendung der
singul̈aren Sẗorungstheorie.

Über die station̈aren L̈osungen der Differentialglei-
chungen, ihre Stabilität und Hopf-Verzweigung gibt es
eine reichhaltige nicht-algebraische Literatur [1,3,4,5].
Sehr bekannt sind zum Beispiel das deficiency-zero-
Theorem und das deficiency-one-Theorem von Fein-
berg [4,5]. Wie wir in [6] gezeigt haben, beruht das
deficiency-one-Theorem darauf, dass eine homogene to-
rische Varieẗat einen eindeutigen Schnitt mit einem Ke-
gel hat (siehe Abbildung 1).

Um dies zu verstehen, ist die torische Geometrie,
sind also die torischen Ideale und ihre zugehörigen Va-
rietäten entscheidend.

Im Gegensatz zur recht abstrakten Theorie betrach-
ten wir Varieẗaten, die der Theoretiker als konkrete Ein-
bettungen bezeichnet. Gegeben Polynome mit auftreten-
den Monomen�	�������	�und Matrix der Exponen-
ten, so bezeichnet man
������
���� ������	���������	�	���������

als homogenes torisches Ideal. Die Monome parame-
trisieren die zugeḧorige torische Varieẗat. In Singular
und anderen CA-Systemen gibt es Implementationen
effizienter Spezialalgorithmen für die Berechnung von
Gröbnerbasen solcher torischen Ideale. Eine einfache
und fundamentale Idee der algebraischen Geometrie ist,
die Lösung des ursprünglichen Gleichungssystems auf
die Lösung eines linearen, eines binomiellen und eines
monomiellen Gleichungssystems zurückzuf̈uhren.

Ein wichtiges Ergebnis der torischen Geometrie be-
trifft die Anzahl der komplexen L̈osungen von d̈unn-
besetzen Gleichungssystemen. Diese sogenannte BKK-
Anzahl kann man entweder durch eine gemischte Un-
terteilung der Newton-Polytope ausrechnen [2] oder
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