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1 Motivation

1.1 Mumford-Shah-Funktional

Die Aufgabe bei der Bildsegmentierung ist es, in einem gegebenen verrauschten Bild ei-
ne Kantenmenge und ein entrauschtes Idealbild zu finden. Die Ursachen fiir die Fehler
des Eingabebildes sind vielfdltig: Lichtbrechung, unterschiedliche Empfindlichkeit der ein-
zelnen Aufnahmesensoren, Quantisierungseffekte, usw. Ein Kantendetektor wird u.a. an
seiner Detektions- und Lokalisiationsgiite gemessen. Er soll moglichst viele Kanten im Bild
erkennen, wiahrend Nicht-Kanten mit geringer Wahrscheinlichkeit falschlich extrahiert wer-
den sollen. Ferner sollten die erkannten Kanten nahe an der wahren Kante liegen.

Mumford und Shah haben zur Lésung des Segmentierungsproblems in [MS89] die Mi-
nimierung von

Ju, K) := /\2/

[Vu(z)|? dz + aH (K) +/ lu(z) — g(z)|? da (1.1)
Q\K Q

vorgeschlagen. Dabei sind Q C R? ein durch einen Lipschitz-Rand beschriinktes Defini-
tionsgebiet, g € L>®(Q) eine Funktion, die den Grauwert bzw. die Lichtintensitét des
gegebenen Originalbildes beschreibt, & > 0 und A > 0 zwei Parameter, K eine abge-
schlossene, messbare Menge mit endlichem eindimensionalen Hausdorffma H!(K) und
u € CHQ\K).

Die Menge K reprasentiert in diesem Model die Kantenmenge und die Funktion u das
entrauschte Bild. Der erste Summand von J sorgt dafiir, dass u aufierhalb der Kanten-
menge moglichst glatt ist. Durch den zweiten Summanden wird erreicht, dass die Kan-
tenmenge K moglichst klein ist. Der letzte Summand stellt sicher, dass u nicht weit vom
Originalbild g abweicht.

In dem Buch [MS95] wurde eine Vielzahl der géngigen Algorithmen zur Kantendetek-
tion untersucht. Die Autoren kamen zu dem sehr iiberraschenden Ergebnis, dass, obwohl
die Verfahren sehr unterschiedlich sind, ihnen allen das Modell von Mumford und Shah
(oder leichte Variationen davon) zugrunde liegt. Man kann diese Algorithmen als Versuch
interpretieren, dieses Funktional, oder leichte Varianten davon, zu minimieren. In diesem
Sinne scheint das Mumford-Shah-Funktional das allgemeine Modell der Bildsegmentierung
Zu sein.

Die theoretische Frage, die sich nun stellt, ist, ob es iiberhaupt ein Paar (u, K) gibt,
welches (1.1) minimiert. Wenn ja, ob es eindeutig ist und welche Eigenschaften ein solches
minimierendes Paar hat. Mumford und Shah haben in [MS89] vermutet, dass es ein (1, K)
gibt, bei dem sich K aus endlich vielen C'-Kurven zusammensetzt.

Das Problem (1.1) fallt in die Kategorie der ,free discontinuity problems®, fiir die E. De
Giorgi eine schwache Formulierung im Raum SBYV vorschlug (|[DG88]). Ein u € L*() liegt
genau dann in SBV (), wenn sich die Ableitung im Sinne der Distributionentheorie Du
in

Du=Vu-L"qg+ (ut —u)v-Hs,
zerlegen lisst. Dabei sind Vu € L1(Q,R?), S, := {z € Q|u~(z) < v (x)} die Menge der
Sprungstellen von u, v die Einheitsnormale auf S,, (vgl. Abbildung 1.1) und

lim Hu >t} N B,(x)] _ 0}
p—0%F p?

ut(x) = inf{t € [—o0;+00]
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bzw.

u” () = sup{t € [o0; +oc] | lim, {u < t}pg Bl _ )

der approximative obere bzw. untere Grenzwert von u bei . Eine genaue Beschreibung
des Raumes SBV und seine Eigenschaften findet sich in [Amb89].

ue Wwhl

ue Whl

Abbildung 1.1: Veranschaulichung von S,, und v

Bei der schwachen Formulierung von (1.1) ist dann ein Minimum von
T(u) = N2 / IVul? do + aH (S / lu(z) — g(x)? do (1.2)

mit v € SBV(§2) gesucht.
In [Amb89] wurde gezeigt, dass fiir ein beliebiges g € L>°(€2) mindestens ein Minimum
u € SBV(Q) von (1.2) existiert. In [DGCL89] wurde bewiesen, dass fiir jedes Minimum

Lowe L(Q) mit [|ull < |9/l

2. ue Wif(Q\E) fiir alle p € [1;00[ und A2Au = u — g in Q\S,,,
3. u=ut =u" €CHQ\S,) und

4. HY(QN S, \S.) =0

gilt.

Der Zusammenhang von Minima von (1.1) und Minima von (1.2) wurde in [DMMS92]
untersucht. Dort wurde gezeigt, dass fiir jedes Minimum u € SBV () von (1.2) das Paar
(u, S,) ein Minimum von (1.1) ist. Ist umgekehrt (u, K) ein Minimum von (1.1), dann ist
u (nach geeigneter Fortsetzung auf K N ) in SBV(Q) und ein Minimum von (1.2) mit
Sy € K und HY(K\S,) =0

Bonnet hat in [Bon96] lokale Regularitéitseigenschaften einer minimalen Kantenmenge K
betrachtet und festgestellt, dass jede isolierte Zusammenhangskomponente von K eine
Vereinigung von endlich vielen C'-Kurven ist, die, auker an den Kantenenden, sogar C1!-
Kurven sind.

In [MS95] wurde gezeigt, dass es ein C = C(Q) gibt, so dass es fiir jedes (1.1) mi-
nimierendes Paar (u, K) eine Kurve 7 gibt, die K enthélt, mit I(y) < CHY(K U dQ),
falls K kleinstméglich ist, also falls es kein abgeschlossenes K C K, K # K gibt mit
J(u, K) < J(u, K) nach Fortsetzung von u auf Q\K.

Noch unbeantwortet sind die Fragen, welche Regularitétseigenschaften Kanten an den
Enden haben und ob sich jedes minimierende K aus endlich vielen Kurvenstiicken zusam-
mensetzt.
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1.2 Numerische Behandlung

Fiir die numerische Behandlung des Mumford-Shah-Funktionals (1.2) wird dieses durch
eine Folge von anderen Funktionalen [J. geeignet approximiert. Dabei sollte fiir die Ap-
proximation gelten, dass aus

Jr—J, ur —u und u, =minJ;(v)

folgt, dass
J(u) = min J(v)

gilt. In diesem Zusammenhang ist die I'-Konvergenz das passende Mittel fiir die Appro-
ximation: Ist X ein metrischer Raum, (f;) eine Folge von Funktionen f;: X — R und ist
foo: X — R, so ist fu der I-Limes von (f;), falls fir alle x € X gilt:

1. Fir jede Folge (z;) mit Grenzwert x ist

foo(x) < liminf f;(x;).
J

2. Es gibt eine Folge (z;) mit Grenzwert x, so dass

foo(x) = limsup f;(z;).

Eine Einfiihrung in die Theorie der I'-Konvergenz findet sich z. B. in [DM93].
In [BDM97] wurde gezeigt, dass es unmoglich ist, mit auf H' definierten Funktionalen
der Form

/ fr (Vu(z)) do +/ lu(x) — g(z)|* do (1.3)
Q Q

obige gewiinschte Konvergenz zu erreichen. In [AT90] wurde dieses Problem von Ambrosio
und Tortorelli umgangen, indem sie eine Folge von auf Sobolev-Rdumen definierten ellip-
tischen Funktionalen mit einer zusétzlichen Hilfsvariable (Line-Process) einfiihrten. Diese
Folge besitzt, im Sinne der I'-Konvergenz, das Mumford-Shah-Funktional (1.1) als Grenz-
wert. In [BC94] wird eine Diskretisierung mit stiickweise linearen Finiten Elementen be-
schrieben.

Chambolle und Dal Maso haben in [CDM99| eine Approximation des Mumford-Shah-
Funktionals in der Form (1.3) vorgeschlagen, wobei dort aber zusdtzliche Restriktionen
an den Funktionenraum, auf dem diese Funktionale definiert sind, gestellt wurden, um
eine Approximation im Sinne der I'-Konvergenz zu erreichen. Daher sind dort spezielle
Triangulierungen erforderlich, so dass bei der Implementierung (vgl. [BC00]) Algorithmen
zur adaptiven Gitterverfeinerung zum Einsatz kommen. Die Approximation findet hier
durch sukzessive Verfeinerung statt.

Der in dieser Diplomarbeit behandelte Algorithmus von Prof. F. Bornemann hat folgen-
de Eigenschaften (vgl. [Bor00]): Hier werden auf Sobolev-Rdumen definierte Funktiona-
le J; mit einer zusétzlichen Hilfsvariable (Line-Process) betrachtet. Dabei wird mit Finiten
Elementen diskretisiert. Im Gegensatz zu [CDM99| sind der Approximationsparameter 7
und der Parameter h fiir die Feinheit der Vergitterung entkoppelt, dhnlich wie in [BC94].
Dadurch ist es moglich, den Algorithmus fiir ein festes h zu verwenden. Diese Situation
tritt z. B. ein, wenn man in einem digitalen Bild Kanten sucht. Dort ist eine Verfeinerung
nicht moglich, da zwischen zwei Pixeln keine zusétzliche Grauwertinformation vorliegt. In
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dieser Arbeit werden auch speziell die Effekte, die aus uniformen Triangulierungen bzw.
Vergitterungen entstehen, ndher untersucht. Das Mumford-Shah-Funktional wird durch ei-
ne graduated non-convexity (GNC) Homotopie nach einer Idee von Blake und Zisserman
(vgl. [BZ87]) approximiert. Jede einzelne Funktion J; der verwendeten Homotopie hat, im
Grenzfall h — 0, eine anisotrope Version des Mumford-Shah-Funktionals als I'-Grenzwert.
Um die Minimierung der J; zu vereinfachen, wird jedes J, mit Hilfe der Half-Quadratic
Regularization (HQR) (vgl. [GY95] und [CBFAB97]) in ein J# iiberfiihrt, welches dann mit
einem ADI-Verfahren minimiert wird. Dabei ist die Minimierung bzgl. der einen Variablen
ein explizit 16sbares konvexes Problem und die Minimierung bzgl. der anderen Variablen
ein linear elliptisches Problem. Letzteres wird mit algebraischen Mehrgitterverfahren ge-
16st.

1.3 Uberblick

Diese Diplomarbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 wird das behandelte Problem dargestellt und Notation eingefiihrt. In Kapi-
tel 3 wird die Idee der GNC-Homotopie behandelt. Auierdem wird am Ende dieses Kapitels
untersucht, welche anisotropen Effekte durch eine uniforme Vergitterung entstehen. In Ka-
pitel 4 wird die Legendre-Fenchel-Transformation eingefiihrt und auf das hier betrachtete
Funktional angewendet. Anschliefsend wird bei der daraus entstehenden HQR-Iteration ei-
ne Konvergenzanalyse durchgefiihrt. In Kapitel 5 wird eine Implementierung mit bilinearen
Elementen beschrieben. Dabei wird auch auf die Steuerung der verschiedenen Iterationen
eingegangen. Das Kaptiel 6 ist eine Beschreibung der algebraischen Mehrgitterverfahren,
die innerhalb der HQR-Iteration zur Losung von linearen elliptischen Problemen zum Ein-
satz kommen. Zum Abschluss finden sich in Kapitel 7 einige numerische Beispiele.

Nur im Abschnitt 3.5 und bei der Implementierung in Kapitel 5 wird mit uniformen
Gittern gearbeitet. Die Aussagen und Ergebnisse der anderen Kapitel bzw. Abschnitte
gelten fiir eine beliebige Vergitterung. Insbesondere der schnelle AMG-Ldoser benétigt keine
uniforme Vergitterung.



2 Problemstellung

2.1 Das diskrete Mumford-Shah-Funktional

Es sei Q C R? ein durch einen Lipschitz-Rand beschriinktes Definitionsgebiet. Zum konti-
nuierlichen Mumford-Shah-Funktional

J(u, K) := \? /

HVu(a:)H2 dx + oH (K) + / lu(z) — g(x)|? de, (2.1)
O\K Q

wie es in Abschnitt 1.1 vorgestellt wurde, wird in dieser Diplomarbeit die Minimumsuche
fiir das diskretes Mumford-Shah-Funktional

J@ (u,v) == 2 Z veu A + o Z(l —vp)ht + (u—g)*"M(u — g) (2.2)
teT teT
behandelt. Dabei ist 7 eine Vergitterung von 2 mit Finiten Elementen. Es seien ®1,..., 94
die zugehdrigen Basisfunktionen. Die Vektoren v und g aus dem R¢ sind die Koordinaten-
darstellungen der jeweiligen Funktionen bzgl. der Basis ®1,...,®g4.

Die Kantenmenge wird durch einen Vektor v € RI7! modelliert. Fiir jedes Element
t € T der Vergitterung ist v; € {0, 1} ein Flag, welches angibt, ob durch dieses Element
eine Kante verlduft (v; = 0) oder nicht (v; = 1). In Abbildung 2.1 wird dies an einer
Skizze verdeutlicht. Geman und Geman haben dafiir in [GG84] den Namen ,Line-Process®
eingefiihrt.

Abbildung 2.1: Modellierung der Kantenmenge durch Flags (Line-Process)

Die Massenmatrix M € R4*? ist symmetrisch und positiv definit und die lokalen Stei-
figkeitsmatrizen A; € R%¥*? sind symmetrisch und positiv semidefinit fiir alle t € 7. Mit
hy wird fiir jedes t € 7 die ,Lénge* des Elements ¢t bezeichnet, wenn es zu einer Kante
beitrdgt. A und « sind Parameter zur Gewichtung der einzelnen Summanden.

Anmerkung
Die (2) im Superscript in (2.2) deutet an, dass das Funktional von zwei Variablen (u undv)
abhéingt. Im Laufe der Arbeit wird J?) umgeformt und z. B. in Kapitel 3 die Variable v
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eliminiert. Zur besseren Unterscheidbarkeit tragt dann das dortige Funktional eine (1) im
Superscript.

Ferner werden noch die Abkiirzungen

A=A (2.3)

teT
und
AU = thAt (24)
teT
bendtigt.

2.2 Interpretation der Parameter

Fiir die Parameter @ und A in (2.1) bzw. in (2.2) hat man zunéchst keine Anhaltspunkte,
wie man sie wahlen soll. Die Bedeutung dieser Parameter wurde von Blake und Zisserman
in [BZ87| untersucht, indem fiir verschiedene Testdatensétze g (einfacher Sprung, doppelter
Sprung, Rampe, usw.) die Funktionalwerte fiir ein Bild u; ohne Kanten und fiir ein Bild wus
mit Kanten an den Sprungstellen verglichen wurden.

Fiir A gibt es zwei Interpretationen. Zunéchst handelt es sich dabei um eine charakte-
ristische Lénge, die die Grofe des Bereichs beschreibt, in dem geglittet wird, sofern dort
keine Kanten liegen. Andererseits ist A auch eine charakteristische Distanz, die angibt, ab
wann zwei isolierte Einzelkanten zu einer Doppelkante verschmelzen.

Die Untersuchung eines isolierten Sprungs hat weiter ergeben, dass hg := y/2a/A die
Kontrastschwelle ist, ab der eine isolierte Kante detektiert wird. Deshalb wird hg auch
Lsensitivity genannt. Zwei Spriinge mit Abstand a (a < A\) werden als Doppelkante er-
kannt, wenn der Kontrastsprung grofer als hgy/A/a = y/2a/a ist. In der Abbildung 2.2
sind die Ergebnisse von Blake und Zisserman fiir Spriinge zusammengefasst.

— Sy | e
Situation h h h

Kriterium fiir
Kantendetektion h>\/2a/) h>+/2a/a h > +/2a/)

Abbildung 2.2: Interpretation der Parameter A und «

Die Auswirkungen bei der Wahl von verschiedenen (), hg)-Paaren wird in Abbildung 2.3
dargestellt. In Abbildung 2.4 sind die jeweils gefundenen Kanten zu sehen. Die Bezugslian-
gen sind immer Pixel.
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Abbildung 2.3: Testbeispiel: Autofelge




2.2 Interpretation der Parameter
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15

Abbildung 2.4: Testbeispiel: Autofelge (gefundene Kanten)



3  Graduated Non-Convexity (GNC)

Blake und Zisserman haben in ihrem Buch [BZ87] ein graduated non-convexity-Verfahren
(GNC-Verfahren) zur Bildsegmentierung vorgestellt. Die dort beschriebene Idee zur Suche
eines Minimums des diskreten, nicht konvexen Mumford-Shah-Funktionals besteht darin,
eine Homotopie von einem konvexen zu diesem nicht konvexen Funktional zu verwenden,
um so das Minimum des konvexen Funktionals ,entlang* der Homotopie zu verfolgen.

Dazu wird zunéchst in Abschnitt 3.1 das hier behandelte Problem umgeformt, indem
der Line-Process eliminiert wird. In 3.2 wird dann gezeigt, wie sich dieses umgeformte
Problem durch eine ganze Familie anderer Probleme anndhern ldsst. Im Anschluss wird
in Abschnitt 3.3 genauer untersucht, wie eine GNC-Homotopie konstruiert werden kann.
Eine hinreichende Bedingung, wann ein solches GNC-Verfahren ein globales Minimum
findet, wird in 3.4 gegeben. Im Abschnitt 3.5 wird fiir uniforme Vergitterungen gezeigt,
dass durch jedes Funktional der konstruierten Homotopie bei immer feinerer Vergitterung
im Sinne der I'-Konvergenz ,anisotrope” Mumford-Shah-Funktionale angen&hert werden.
Fiir verschiedene Vergitterungen werden die Anisotropien betrachtet.

3.1 Elimination des Line-Process

Da im Funktional

J®) (u,v) = A\? Z v A + « Z(l —v)hy + (u—g)*"M(u—g)

teT teT
= Z[)\Qvtu*Atu +a(l - vt)ht] + (u—g¢)*M(u — g) = min!
u,v
teT

>0

alle Summanden nicht negativ sind und v, € {0,1} fiir alle ¢t € 7, kann die Minimierung
iiber v durch

mlnz )\ veuAru + a(l — v ht Z min fy vt)\ hy Lu*A u+ ol — vt)] =

teT teT ve€{0,1}
= Z h min(a, /\th_lu*Atu) = Z htfo()\th_lu*Atu)
teT teT

eliminiert werden. Dabei ist fy durch
fo(z) :== min(a, z) (3.1)
definiert (vgl. Abbildung 3.1).

Setzt man nun

= 3" hefolhi NutAu) + (u — )" M(u— g), (3.2)

teT

so kann man anstatt J) auch Jél) minimieren. Ist ein u gegeben, so ist jederzeit mittels
v = fo(hy P N2uAgu) firallet € 7 (3.3)

ein zu u bestmogliches v konstruierbar. Dabei kann f{j(«) € {0, 1} beliebig gewihlt werden.
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Jo

Abbildung 3.1: Graph von fo: y = fo(z)

3.2 Fuzzy-Kanten

Die durch (3.1) definierte Funktion fy bestimmt in (3.2) in Abhéngigkeit vom Verhalten des
Gradiententerms, ab wann ein ¢t € 7 als Kantenbestandteil gesehen wird. Dieser Ubergang,
der bei fy im Punkt (a, fo()) stattfindet, kann auf einen ganzen Bereich erweitert werden.
Dazu wird fo durch andere Funktionen f ersetzt, die die wesentlichen Eigenschaften von fj
haben. Ein solches f sollte folgende Eigenschaften besitzen

[

. f € C*([0; 00]) und konkav,
2. f(z) ~z firz — 0,
3. f(z) ~ a fir x — oo und

4. f(z) < fo(z) fiir alle z > 0.

Y fo
a —
f
T
\
a
Abbildung 3.2: Beispiel einer Ersatzfunktion f fiir fo
Setzt man nun analog zu (3.3) wieder
v = f/(hy " NuAw)  fiiralle t € 7, (3.4)

so ist dann vy € [0;1] und es entstehen damit ,fuzzy-Kanten“. Ein solches v heifst dann
auch generalized Line-Process.

Welche Vorteile solche verallgemeinerten Kanten mit sich bringen, zeigt der néchste Ab-
schnitt.
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3.3 Homotopie: vom konvexen zum stark nicht konvexen Funk-
tional

Die in Abschnitt 3.2 beschriebenen Freiheiten bei der Wahl von Ersatzfunktionen f fiir fj
verwendet man, um eine stetige Homotopie 7 — f, von Funktionen zu konstruieren, die
folgende Eigenschaften hat:

1. Es gibt ein 79 > 0, so dass f;, konvex ist.
2. Es gilt: || f; — foll, — 0 fir 7 — 0.

Nun bietet sich folgendes heuristische Verfahren an. Man sucht beim Funktional
TN (W) =" e fr (Nhy M utAgu) + (u— g)* M (u - g), (3.5)
teT

fiir 7 = 7y das globale Minimum, ldsst dann 7 — 0 laufen und versucht, das Minimum zu
,verfolgen (Minimum Tracking).

T (u)

Abbildung 3.3: Beispiel fiir Minimum Tracking

Da die Homotopie 7 — f, bei einem konvexen Funktional f,, startet und beim stark
nicht konvexen Funktional f; endet, heifit dieses Verfahren auch graduated non-convexity-

Verfahren (GNC-Verfahren).
Fiir die Konstruktion der GNC-Homotopie ist folgender Satz hilfreich.

Satz 3.1 (Bornemann, 2000)
Erfillt ein f, € C? zusitzlich zu den Eigenschaften 1 bis 4 aus Abschnitt 3.2 die Differen-
zialungleichung

% (@) + i) 2~ (3.6)

dann ist JY konvez fiir > A2p(M~1A).
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Beweis
Bei der Differenziation von

JWD (u thfT (Nh u*Agu) + (u — g)*M(u — g)
teT

=:D(u)

=:E-(u)

ergibt sich
= 2N fL(Nhy MutAu) A
teT

und

Hess B, ( 24)\4 S (A Mt Agu) Agu(Agu)t + 22)\2 (N2h; u*Agu) Ay
teT teT
Da A; symmetrisch positiv semidefinit fiir alle ¢t € 7 ist, gibt es Wy, so dass A; = W W,.
Damit gilt
v* (Apu) (Agu) v = (V' Aw)? = (W, Wu)? < (Wyw, Weo)(Wyu, W) = v* A - u*Agu.
Weil f/ <0 und f. >0, gilt die Abschétzung
v*[Hess E; (u)]v >
> 24)\4 TR Mt A ut A - vt A + Z 222 fL(N2hy tutAgu) vt Ay =
teT teT
(3.6)
= 2)2 > {2(Nh;  wr A £/ (ARt Agu) + FL(Nhy tutAgu) botAg >
teT
1 22
= 2)\? Z(—fv*Atv> = ——v"Av
T T
teT
mit A =}, A;. Daher ergibt sich nun mit Hess D(u) = 2M

2\
v*[Hess JW (u)]v > — 0" Av + 20* M.
T

Damit wird nun J konvex, falls fiir alle v € RY \{O}
v AV < %v Mo & o(M~1A) < F & 7> No(M ™ A)
gilt. U

Die Existenz einer solchen Homotopie mit allen Eigenschaften aus Satz 3.1 wird im Ab-
schnitt 5.3 gezeigt; dort werden die f, explizit konstruiert.

3.4 Stetige Abhiangigkeit des Minimums vom Homotopieparame-
ter

Wenn keine weiteren Voraussetzungen gemacht werden, ist natiirlich nicht sichergestellt,

dass das in Abschnitt 3.3 vorgestellte GNC-Verfahren stets ein globales Minimum von Jél)
findet. Folgender Satz gibt hinreichende Bendingungen an, die genau dies sicherstellen.
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Satz 3.2 (Bornemann, 2000)

Ist @ € RY kompakt, die Abbildung [0;1] — (C(QLR), |||o), 7+ J- stetig und gibt es fiir
jedes T € [0;1] genau ein u(t) € Q mit J-(u(r)) = min{J-(v)|v € Q}, dann ist [0;1] — Q,
7 — u(T) stetig.

Beweis

Es seien die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Angenommen, 7 — u(7) ist bei 79 € [0;1]

unstetig. Dann gibt es eine konvergente Folge (Tn)n ey Wit 7 — 7o fiir n — oo, so dass
(U(Tn))nGN nicht gegen u(79) konvergiert.
Da u(r,) € Q fiir alle n € N und Q kompakt ist, besitzt (u(ry))

Teilfolge; 0. E. ist (u(7y))

ey €ine konvergente

neN selbst konvergent mit
Q3 u, := lim wu(r,) # u(m).
Da J,, das eindeutige Minimum u(r) besitzt, gilt
Iz () > Ty (u(70))- (%)
Weil jedes u(7,) das eindeutige Minimum von J,, fiir alle n € N ist, gilt auch
I (u(7)) < Jr, (u(70)) fiir alle n € N.

Der Grenziibergang n — oo auf beiden Seiten liefert mit

| Tz (w(70)) = I (u(70))| < [Ty = Jrglb = 0 filir n — 00

und
| S (@(Tn)) = oo ()| < [Ty = Trg [l + [T (7)) = o (we)| = 0 fiir 0 — 00
schlieflich
I () < T (u(70))
was einen Widerspruch zu (*) darstellt. O

3.5 Approximation von anisotropen Mumford-Shah-Funktionalen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass jedes Funktional Jg) aus der oben besprochenen
Homotopie bei uniformer Vergitterung als I'-Limes eine anisotrope Version

Ta(u) = 32 / IVu(@)|? dz + o /S b() dHY + / () — g(x)[? da

des Mumford-Shah-Funktionals besitzt. Fiir verschiedene Vergitterungen werden die ent-
sprechenden ¢ angegeben.

Es werden Gitter untersucht, welche durch endlich viele Einheitsvektoren ey, ..., e, € R?
(k > 2) aufgebaut werden, wobei e; }f e; fiir alle i # j gelte. Ein Gitter wird durch Gera-
denscharen erzeugt, indem fiir alle 1 < j < k eine Geradenschar mit parallelen Geraden
in Richtung von e; im Abstand von h; betrachtet werden (vgl. Abbilung 3.4).
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Gitterelement

Abbildung 3.4: Uniformes Gitter (erzeugt durch e; und e2)

Eine Strecke S der Lénge 1 mit Normale v (||v|| = 1) schneidet die zum Vektor e; geho-
renden parallelen Geraden in asymptotisch

(e, V)]
h;

vielen Punkten, denn in der Abbildung 3.5 gilt = cosa = (e;, v) und die asymptotische
Anzahl der Schnittpunkte ist z/h;.

€j

Abbildung 3.5: Asymptotische Anzahl der Schnittpunkte der Strecke S

Damit werden insgesamt asymptotisch
k

Z<82;V>|

j=1

viele Gitterelemente von der Strecke S geschnitten. Jedes Element habe die Flache F' und h
bezeichne den Diskretisierungsparameter, der durch

F=ph> und  h;=o0jh
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mittels p und o; mit der Flache F' und den Abstdnden h; verkniipft sei. Wird nun jedem
Gitterelement die Lénge F'/h zugeordnet, so erhélt man die Langenfunktion

o F i i [(ej,v)
= l1m — =
<P h—0 h — pj—l ag;

die die (fiir h — 0 asymptotische) im Gitter gemessene Léange einer Strecke der Linge 1
mit Normale v angibt. Die Funktion ¢ ist, auf dem R? betrachtet, eine Norm, die mit der
Matrix

q):p . eRkXZ

alternativ auch durch
pv) = [®vll,, veR?

dargestellt wird.

Diese Uberlegungen erlauben systematische Untersuchungen der von uniformen Gittern
erzeugten Anisotropien ohne Fallunterscheidungen, wie sie in [Neg99] vorkommen.

Es werden nun die Auswirkungen von verschiedenen Vergitterungen (vgl. Abbildung 3.6)
im Einzelnen betrachtet. Dazu sei

M := max ¢(v) bzw. m:= min ©(v).
llvll,=1 llvll,=1

Je grofler das Aspektverhaltnis

ist, desto grofer ist die Anisotropie. Da ® vollen Rang hat, gilt

1 1
M= max [|v], = max |||| T|H1 = i Pl T ol und
vl|l,= v Y2 mln
2 2 gjl% Tooll;,  |@uf,=1" 2
® 1 1
e ||ln @l = |||| v||1 - [ell, ol
v Y2 max
: Doy Teoll;  fouf,=1" 2

weshalb in den nichsten Unterabschnitten stets die Menge {v € R?|¢(v) = 1} zusam-
men mit dem euklidschen Einheitskreis dargestellt wird. Dabei ist h stets die maximale
Kantenlédnge eines Gitterelements, welche mit A~ = 1 normiert wird.

hexagonal Courant sternférmig quadratisch

Abbildung 3.6: Betrachtete uniforme Vergitterungen
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3.5.1 Hexagonale Triangulierung

Bei der hexagonalen Triangulierung (vgl. Abbildung 3.6) ist

e1 = (1,0)%, ea = (2,2\/?:) und e3 = (—2,2 3)
mit

1 1
0120220325\/3 und p:zx/g.

Die Abbildung 3.7 zeigt die zugehorige Einheitssphére.

Abbildung 3.7: Einheitssphire ¢(v) = 1 (hexagonale Triangulierung)

Daraus ist )
M =1, m = 5\/5 und damit a=~1,15

ersichtlich.

3.5.2 Vergitterung mit Courant-Element

Beim Courant-Element (vgl. Abbildung 3.6) ist

1 -1 A\
e = (1,0, es= (0,1 und 5= (2@2@)

mit

1 1 d 1
—, 03=— un ==.
\/ia 3 9 P 4
Abbildung 3.8 zeigt wieder die Einheitssphére.
Hier ist nun

01 — 09 —

M=1, m= % und damit a=2.
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V2

Abbildung 3.8: Einheitssphéire ¢(v) = 1 (Courant-Element)

3.5.3 Sternformige Vergitterung

Bei dieser Vergitterung (vgl. Abbildung 3.6) ist
y ) 1 1 - 1 1 *
€1 = (170) , €2 = (0) 1) , €3 = (2\/57 2\/§> und €4 = (2\/53 _2\/5)

mit ] 1
01:0215\/5,0'3:04:1 und p:Z

In Abbildung 3.9 ist wieder die Einheitssphére zu sehen.

Abbildung 3.9: Einheitskugel ¢(v) =1 (Sternférmige Vergitterung)

Mit
1 1
M= Z\/10, m= 5\/é, ergibt sich  a~1,12.
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3.5.4 Quadratische Vergitterung
Hier ist (vgl. Abbildung 3.6)
er = (1,0)", und ez = (0,1)"

mit
c1=09=1 und p=1.

In Abbildung 3.10 ist wieder die Einheitssphére zu sehen.

Abbildung 3.10: Einheitskugel ¢(v) = 1 (quadratisches Element)

Hier ist abzulesen, dass

M=+2, m=1 und damit a~~141.

3.5.5 Folgerungen

Nach [Neg99] fiihrt das Modell
F
§ he fr(hy " NP0 Agu) = § —f ﬁA%*Atu
h F
teT teT

im I'-Limes auf den Langenterm

o /S p(v) A,

u

der sich mit Hilfe von m und M durch

amH'(S,) < a/ o(v)dH* < aMH(S,)
Su

abschétzen ldsst. Will man beim Mumford-Shah-Funktional einen symmetrischen Fehler
haben, so sollte
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fiihrt.
Damit ergeben sich fiir die oben besprochenen Vergitterungen folgende symmetrische Lan-
genabweichungen:

Vergitterung M/m Fehler

hexagonal 1,075 + 75%
Courant 1,414 +41,4%
sternformig 1,057 + 57%
quadratisch 1,189 +18,9%

Das wichtige Ergebnis dieses Abschnitts ist, dass alle Funktionale J (7 > 0) im Grenzfall
(h — 0) denselben I'-Limes, ndmlich eine anisotrope Version des Mumford-Shah-Funktio-
nals, besitzen. Damit approximieren alle Funktionale der Homotopie dieselbe kontinuier-
liche Situation. Falls das kontinuierliche Problem eine eindeutige Losung besitzt, so geben
obige Ergebnisse Anlass zu hoffen, dass, bei geeigneter Diskretisierung, diese Eindeutigkeit
ins Diskrete vererbt werden kann und dadurch die Losung mittels der Homotopie schnell
gefunden werden kann.
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4  Half-Quadratic Regularization (HQR)

Die in Abschnitt 3.3 in Gleichung (3.5) betrachteten Funktionale J& der GNC-Homotopie
sind fiir kleine 7 i. Allg. nicht konvex und besitzen viele lokale Minima. Um diese Funktio-
nale leichter minimieren zu kénnen, werden sie regularisiert. Dazu wird in Abschnitt 4.1
die Legendre-Fenchel-Transformation eingefiihrt und im Abschnitt 4.2 auf die Funktio-
nen f; angewendet. Dadurch entstehen neue Funktionale J* in zwei Variablen. Im Ab-
schnitt 4.3 wird fiir die Minimierung der J eine Iteration angegeben, deren Konvergenz
in Abschnitt 4.4 untersucht wird.

4.1 Legendre-Fenchel-Transformation

Definition 4.1

Es sei X ein normierter Raum und f: X — R U {—o00,+00} eine Funktion auf X. Als
Legendre-Fenchel-Transformierte oder auch Young-Fenchel-Transformierte der Funktion f
bezeichnet man die durch

fr(@") = sup (2/(z) — f())

rzeX
auf X' definierte Punktion. f* wird auch als die zu f konjugierte Funktion bezeichnet.

Wie man sofort erkennt, gilt fiir «f, 25 € X’ und 0 < A <1
fr(A] + (1= N)ah) = sug(Ax'l(x) + (1= Nah(z) — f(z)) <
TE

< A:gg(xﬁ(x) — fl2)) + (1 =N jlelg(xé(w) — fz) =

= A7 (@h) + (1= A f*(23),
womit also f* konvex ist.
X sei ab jetzt immer ein Hilbertraum. Man sucht zu gegebenem x* € X das kleinste 7, so
dass die Hyperebene (z* x) — 1) niemals oberhalb von f liegt, also

(% z) —n < f(x) fiir alle z € X

gilt. Dieses n wird gerade durch

n = sup ((z%2) - f(z)) = f*(z")

reX

festgelegt.
Die Hyperebene {(z,y) |y = (z* z) — f*(z*)} ist also Stiitzhyperebene an epi f.

Aus der Definition unmittelbar ersichtlich ist, dass f** < f.
Der nachfolgende Satz gibt Aufschluss, wann f** = f gilt.

Satz 4.2 (Fenchel-Moreau)
Fir eine Funktion f: X — R U {400} gilt f** = f genau dann, wenn f konvexr und
abgeschlossen ist.

Einen Beweis findet man z. B. in [Roc97] oder in [ET76].

Im Folgenden wird die Legendre-Fenchel-Transformation nur fiir den Fall X = R bendtigt.
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Abbildung 4.1: Geometrische Veranschaulichung der Legendre-Fenchel-Transformation

4.2 Anwendung auf das zu minimierende Funktional

Die Anwendung der Legendre-Fenchel-Transformation auf eine Funktion f mit den Eigen-
schaften 1 bis 4 aus Abschnitt 3.2 macht es moglich, f mit Hilfe der konjugierten Funktion
darzustellen:

Satz 4.3
Sei f:[0;00] — R eine Funktion mit den FEigenschaften 1 bis 4 aus Abschnitt 3.2, dann
gilt fiir x >0

fl) = min (a0 +0(0)) (4.1)

mit U(v) = (= f)*(—v). Dabei wird das Minimum bei v = f'(x) angenommen.

Beweis

Die durch

_Jto firx <0
g(w) = —f(x) firz>0

definierte Funktion ist konvex und abgeschlossen. Es gilt
g* (v) = sup(vz — g(z)) = sup(vz — g(z)).
z€R x>0
Fir v > 0 ist wegen g(z) <0 fiir > 0

g7 (v) = sup(zv — g(z)) = +oo. (+)
Fir v < —1ist
g*(v) = sup(vz — g(z)) < sup(vz+z) <0 und
x>0 x>0

g (v) = it;lg(vx —g(x)) 2v-0-g(0) =0,
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also

g°(v) =0 ()
Mit Satz 4.2 ist ¢** = g und somit

(@) = g™ (z) = sup(zv — g"(v)) < sup(zv — g*(v)).
veER v<0

Well fiir z > 0

sup (zv — g*(v)) () sup (zv) < —x (=)
v<—1 v<—1

z-(=1) —g"(=1),
ist nun
—f(2) =g(x) = ¢"(x) = max (zv = g*(v)) = Urg[ggl(fxv —g"(~v)) =
= — min (2v+ ¥(v)),

v€E([0;1]

und f hat die Darstellung
= 1 + ‘l/ .
f(z) = min (zv+ L (v))
Nun zur Feststellung, wo das Minimum angenommen wird.
Sei dazu zp > 0 fest und vo := ¢'(zo) (fiir o = 0 ist natiirlich der rechtsseitige Grenzwert
gemeint). Fiir g gilt (vgl. auch Abbildung 4.1)

9" (vo) = ovo — g(0),

also .
9" (vo) — xovo = —g(z0)
9" (vo) + xo(v — v9) = xov — g(20) Yo eR
g*(vo) + xo(v —vp) < Sug(l’v —9(z)) = g"(v) Yo e R
Te
9" (—v) > g (vo) — o (v + vo) Yo e R

2ov + g* (—v) > xo(—v0) + g* [ (—wv0)] Vv € R.
Damit wird das Minimum von zgv + g*(—v) bei
v=—vo = —g'(z0) = f'(x0)
angenommen. O

Zusammenfassend kann man nun feststellen, dass das Problem

(2) _ 12 * _ o _ .
JE (u,v) = A thu Atu—l—ath(l ve)+(u—9g)"M(u—yg) = riuq?'
teT teT
durch die Elimination des Line-Process in Abschnitt 3.1 umgeformt wurde zu

J((,l)(u) = Z he fo(AN2h Yu*Agu) + (u — g)* M (u — g) = muin!
teT
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Nachdem fy durch eine Folge f; ersetzt wurde, gilt nun mit Satz 4.3
T () = 3 hefr (A7 u Agu) + (u — g)*M(u — g) = min!

teT
$(4.1)

Z ht m[iglu()\Qh;lu*Atu v+ Ur () + (u—g)*M(u — g) = min!
ter Ut “

Also wird im Folgenden das Minimierungsproblem

T (u,v) := N2 Z v Aru + z he W, (ve) + (w — g)*M(u — g) = min! (4.2)
teT teT "

behandelt.

Betrachtet man fiir ein fest vorgegebenes v € [0; 1]‘7'| das Funktional u — J*(u,v), so
handelt es sich um ein quadratisches Funktional. Daher wird die Anwendung der Legendre-
Fenchel-Transformation in diesem Zusammenhang auch ,, Half-Quadratic Regularization®
(HQR) genannt (vgl. [GY95] oder auch [CBFAB9T]).

Betrachtet man dagegen fiir ein fest vorgegebenes u € R? das Funktional v — J*(u,v), so
handelt es sich um ein konvexes Funktional, da ¥, konvex ist.

4.3 HQR-Iteration

Um nun das Funktional (4.2)

T (u,v) = N2 Z v Agu + Z he W (ve) + (u — g)"M(u — g)
teT teT

bei einem fest vorgegebenen 7 zu minimieren, wird alternierend minimiert, also in folgen-
den zwei Schritten vorgegangen:

1. u wird festgehalten und beziiglich v wird minimiert.
2. v wird festgehalten und beziiglich v wird minimiert.

Es wird also zu einem vorgegebenen Startwert u° die Iteration

V" = argmin J (u", v) (4.3)
v
und
u™ = argmin J* (u, v™) (4.4)
flirn =0,1,2,... ausgefiihrt. Im néchsten Abschnitt wird das Konvergenzverhalten dieser

Iteration untersucht.

4.4 Konvergenzanalyse der HQR-Iteration

Fiir die Konvergenzuntersuchung ist folgender Satz hilfreich.
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Satz 4.4
Ist (X,]|-]]) ein endlichdimensionaler normierter Raum, (x,) eine Folge in X mit einem
isolierten Haufungspunkt £ € X und gilt

”xn-‘rl - xn” —0 f’il:’l” n — 00, (45)

dann konvergiert (x,) gegen T.

Beweis

Angenommen, (z,) hat einen weiteren Haufungspunkt & € X mit & # z. Da T isoliert ist,
gibt es ein € > 0, so dass T der einzige Haufungspunkt in U := {z € X |||z — Z|| < 3e} ist.
Ferner sei R := {z € X |e < ||z — Z|| < 2¢} (vgl. Abbildung 4.2).

Abbildung 4.2: Skizze zum Beweis von Satz 4.4

Wegen (4.5) gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt: ||z, 11 — 2, < &.

Da z Héufungspunkt ist, gibt es eine Teilfolge (z#,,Za,,...) mit 5, — Z fiir k — oco. Da
auch & Haufungspunkt ist, gibt es eine Teilfolge (x4, ,Za,,...) mit x5, — & fir k — oo.
Dabei gelte 0. E. N < 7y, < g, |27, — Z|| < € und ||zs, — &|| < e fiir alle k € N.

Setzt man nun

mg :=max{n|ny <n <7 und |z, —Z| <e} und g = my + 1

dann gilt g, < my < Ak, da ||zs, — Z|| > |& — Z|| — ||xa, — &]] > 3e — e = 2¢ ist. Somit ist
nE < ng < ng und wegen der Wahl von m; muss gelten

e < lwa, — 2| (%)

Aufserdem gilt wegen (4.5)
[z, — 2| < llwa, — Tap—all + |2m, — 7] < e+ =2e. ()
Aus (%) und (xx) folgt, dass x5, € R fiir jedes k € N ist. Damit ist (z5,) eine Folge im
Kompaktum R und besitzt demnach einen Haufungspunkt & € R C U. Damit hat (z,,)

einen weiteren Haufungspunkt in U, was im Widerspruch zur Wahl von ¢ steht. g

Zum Beweis der Konvergenz der HQR-Iteration fiir ein beliebiges, aber festes 7 > 0 wird
von folgenden Voraussetzungen ausgegangen:
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1. Die Funktion f, im Funktional J{" (vgl. Gleichung (3.5)) erfiillt die Eigenschaften
1 bis 4 aus Abschnitt 3.2.

2. Die zu f, gehorende Funktion ¥, (v) := (—f,)*(—v) (vgl. Satz 4.3) ist auf dem
Intervall [0;1] zweimal stetig diffbar und es gilt U/ (v) > ¢, fiir alle v € [0;1] mit
einem c; > 0.

3. Die stationdren Punkte des Funktionals J sind isoliert.

Anmerkung
Die in Abschnitt 5.3 konstruierten Homotopie-Funktionen f, erfillen alle die Vorausset-
zungen 1 und 2.

Satz 4.5

Es seien die oben genannten Voraussetzungen 1 bis 3 erfillt. Ferner bezeichne (u™,v™)
(n € N) die Folge, welche von der HQR-Iteration aus Abschnitt 4.3, bei vorgegebenem,
Startwert u® € R? generiert wird. Dann gilt:

1. (u™,v™) konvergiert fiir jeden Startwert u® € R? gegen einen stationdren Punkt (i, v)
von J}. Dabei ist die Folge (J*(u™,v™)) monoton fallend.

2. Ist (01,0) das globale Minimum von J} und ist der Startwert u® hinreichend nahe
an 4, so konvergiert (u™,v™) gegen (G, 0).

Beweis

Fiir den Beweis sei J" := J*(u™,v"*!). Der Beweis fiir den Punkt 1 lduft in mehreren
Schritten ab.

1. Schritt: (J") ist monoton fallend und konvergent:
Wegen
(4.3) (4.4)
J" = J:(U7L7,UYL+1) < J:(un7vn) < J:(un—l’vn> _ Jn—l’
ist (J™) monoton fallend. Aukerdem ist (J") durch 0 nach unten beschriinkt, also kon-
vergent. Sei etwa J := lim,,_ o, J". Natlirlich ist aus dem gleichen Grund auch die Folge
J*(u™,v™) monoton fallend.

2. Schritt: Es gilt: |[v" ! — ||, — 0 fiir n — oo
Es gilt

T ") = T o) =

h h
=22y <U?(un)*Atu” + )\;\I/T(vf)> Ay (vf“(u”)*Atu" + A;\IJT(U?H)).

teT teT

Setze fir t € 7 und w € R

h
Gnt(w) = w- (u") A" + U (w) dann ist

t
Fa
/ _ nYEA 4" o’ ht
Gt (w) = (") A" + Wy () 3
hy

gZ,t(w) = ‘Ijg(w)ﬁ

und
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Damit gilt
T, 0") = T 0" ) = 07D [gne(07) = gaa (0],
teT
Setzt man nun die Taylor-Entwicklung von g, +
1

9nt(07) = gt (V) + g (07T (] =0T + 5

L) (o — o2,

+

. . 1 . .
mit ¢} zwischen v;""" und v}, ein, so erhdlt man

)\2
Tr(u0") = JE (o) = A2y (of — o g L (0f ) + = D@ = t2gn ().

teT teT
Aus
T o) < T2 v) Vo
und
a‘]: n 2/, n\* n / 2/
o, (u",v) = A% (u")* A" + he W7 (v) = A gy, 4 (vr)
folgt

o
N 3vt
also g;L’t(vl”l) = 0. Damit gilt nun

0 (", 0" ) = Ng) (0™,

/\2
Tt o") = Tt o) = ) (o = ot ().
teT
Mit

gif,t (w) > ¢, -

2 fiir alle w € [0; 1]

ergibt sich dann
Jnfl _Jn = J:(unflvvn) o J:(u",v”H) _

= [JF (" o") = JEu o™)] + [T (u"0") = JE(u” o] >

T

A2 h
>0+ 5 (00 — of TR (e) 2 e Y (0 — op ) =
teT teT

2
Weil (J™) nach Schritt 1 konvergiert, also fiir n — oo die linke Seite gegen 0 geht, muss

auch |[v™ — o™ ||, — 0 fiir n — oo gelten.

3. Schritt: Die Folge (u™,v™) ist beschrinkt:
Mit Hilfe von Satz 4.3 ldsst sich die Minimierung in (4.3) explizit durchfiihren und es gilt

A2 Z v Asu + Z hi ¥, (ve) = Z hy [()\thlu*Atu)vt + \IIT(vt)] = min!
teT teT teT Y

0

(Nh 'utAgu)vy + Uy (vy) = min!  fiir allet € T
Ut

$  (Satz 4.3)
v = fL(N?h; 'utA)  fiivalle t € T

oot - 20
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Wegen den Eigenschaften 1 bis 4 aus Abschnitt 3.2 ist f/(w) € [0;1] und damit ist

vl <1 fir alle n.
Es gilt
J:f(u”7 vn-&-l) — )2 Z U?+1(un)*Atu" _ Z ht\I/T(’U?+1) _ (u _ g)*M(u . 9)7
teT teT
>0 >0

und mit der Monotonie aus Schritt 1
(u—g)*M(u—g) < Jr(u™, 0" = Jm < J°.

Mit der Norm |x||?\/[ =a* Mz ist

lullpr = llw =g+ 9gllar < llw=gllar + gl < VJo+ gl
und damit ist auch (u") beschrankt.

4. Schritt: Die Folge (u™,v™) hat mindestens einen Haufungspunkt:
Nach Schritt 3 ist (u™,v™) eine Folge in einer kompakten Menge und besitzt damit eine
konvergente Teilfolge. Also hat (u™,v™) mindestens einen Hiufungspunkt.

5. Schritt: Jeder Haufungspunkt (u, o) der Folge (u™,v™) ist ein stationdrer Punkt von J*:
Sei dazu (u™*,v™) eine Teilfolge von (u™,v™) mit v — @ und v™ — ¥ fir k — oco.
Wegen (4.4) gilt

VuJE (U™, 0™ ) =0 fiir alle k£ € N.

Der Grenziibergang k — oo liefert dann
VuJi(a,v) =0.

Wegen (4.3) gilt
Vo JE(u™ vt =0 fiir alle k € N.

Damit gilt
Vo (™, v™) = Hess, J£ (u™, 0™ 1) (0™ + 0™+ + O(||v™ — v”’“““i),
und der Grenziibergang k — oo, zusammen mit Schritt 2, liefert
Vo Ji(a,v) =0,
womit also (u,?) stationdr ist.

6. Schritt: Die Folge (u™,v™) konvergiert gegen (4, v):
Die Folge (v™) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 4.4. Damit konvergiert (v™) gegen .
Mit (v™) konvergiert auch (u™). Also gilt (u™,v"™) — (@, ) fir n — co.

Nun noch zur Behauptung im Punkt 2.

Es gibt ein Kompaktum U X V', so dass (4, ¢) im Inneren von U x V liegt und (4, ?) der
einzige stationére Punkt in U x V ist. Da (4, ) das globale Minimum ist, gilt zusétzlich,
nach eventueller Verkleinerung von U und V, fiir jedes (4,0) ¢ U x V

JE(u,v) < JE(a,0) fir alle (u,v) € U x V. (%)
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Wird nun die HQR-Iteration mit einem u° in U gestartet, so ist wegen (¥) v! € V. Da die
Folge (J(u™,v™)) monoton fallend ist, gilt wieder wegen ()

(u™, ") eUxV

fiir alle n € N. Wegen Punkt 1 konvergiert folglich (u™,v™) gegen (4, 0). O

Anmerkung

Es ist noch ungekldrt, ob der Punkt 2 des Satzes 4.5 auch fir lokale Minima (4,0) giltig
bleibt. Schwierigkeiten bereiten hier die (u,v), die am Rand des Definitonsgebiets von J*
liegen.
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5 Implementierung

In diesem Kapitel wird eine Implementierung des GNC-Algorithmus zur Minimierung
von (4.2) vorgestellt. Nachdem im Abschnitt 5.1 die Voraussetzungen und die Ausgangs-
situation fiir den hier behandelten Algorithmus dargestellt wurden, wird im folgenden
Abschnitt 5.2 das grobe Grundgeriist vorgestellt. In den weiteren Abschnitten 5.3, 5.4
und 5.5 werden dann die Iterationen getrennt im Detail behandelt. Zum Abschluss werden
in 5.6 die Abbruchbedingungen der einzelnen Iterationen besprochen.

5.1 Ausgangssituation

Der im Rahmen dieser Diplomarbeit implementierte Algorithmus geht von folgender Si-
tuation aus. Gegeben ist ein Bild bestehend aus Pixeln in m Zeilen und n Spalten. Jeder
Pixel hat einen Grauwert. Als Vergitterung werden bilineare Elemente verwendet (vgl.
Abbildung 5.1). Also sind N := mn Unbekannte gesucht und die Anzahl der Elemente in
der Vergitterung betrégt |7| = (m —1)(n —1).

|

m

|

Abbildung 5.1: Vergitterung mit bilinearen Elementen

—n ——

Die Pixel bzw. Elemente der Vergitterung werden zeilenweise nummeriert. Als Basis wird
die Knotenbasis

(I —fz( = ly[) fir -1 <z, y <1

Biy(e,y) = Da—cpy—y) mit Dla,y) = {
0 sonst

verwendet. Dabei ist i = 1,...m, j = 1,...,n und die (z;,y;) bezeichnen die Koordinaten
des Pixels mit der Nummer ¢ - j. Die Pixel haben einen normierten Abstand von h = 1.
Nun kann man A; (fiir ¢ € T) bestimmen. Dazu betrachtet man zunéchst das Einheits-
quadrat und die bilineare Funktion

B = aq)oo + b‘blo + C‘I)H + dfp()l,

die an den vier Ecken die Werte a, b, ¢ bzw. d annimmt. Dann ist

IVB(z, )3 = [(1 = y)(b—a) +y(c — )" + [(1 - )(d - a) +z(c — d)]”

und

11 1

/ / ||VB(1’,y)H; dydx:6[4(a2+b2+02+d2)74(ac+bd)72(ab+ad+bc+cd)].
0o Jo
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Setzt man
4 -1 -2 -1

A = 4x4
A=5l2 1 4 1R
1 -2 -1 4

1 1
- / / IV B, )2 dy da.
0 0

Ubertragen auf ein beliebiges t € 7, dessen vier Pixel die Nummern 41, iy, i3 und i4 haben,
gilt

so gilt hier

(a,b,c,d)A

QL O R

(e’h b) eiz b) eig b) ei4 )*At (eil b) e’iz ) eiS ) ei4) = A?

wobei e; € RY der j-te Einheitsvektor ist. An allen anderen Positionen von A; sind die
Eintrage 0.
Wie bei derartigen diskreten Problemen iiblich, wird eine gelumpte Massenmatrix

M = diag(h?,...,h?) =T € RV*N

verwendet.
Mit den Abkiirzungen (2.3) bzw. (2.4)

A:ZAt wd A, :thAt

teT teT

befinden sich folglich alle Nichtnulleintrige dieser zwei Matrizen auf der Diagonalen und
den Nebendiagonalen 1, n — 1, n und n + 1. Alle zwei Matrizen haben also die in Abbil-
dung 5.2 angedeutete Besetzungsstruktur.

Abbildung 5.2: Besetzungsstruktur von A und A,

Es sei nocheinmal darauf hingewiesen, dass die hier vorgestellte Implementierung nicht auf
diese Spezialstruktur angewiesen ist.

5.2 Grundgeriist

Der implementierte Algorithmus hat ein Grundgeriist, bestehend aus drei ineinander ver-
schachtelten Iterationen. Abbildung 5.3 zeigt dieses Gertist.
In den nachfolgenden Abschnitten wird jede Iteration einzeln besprochen.
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GNC-Iteration:
7T—0
HQR-Iteration:
u fest, Minimierung bzgl. v
v fest, Minimierung bzgl. u; LGS-Iteration:
V-Zyklus eines AMG-Verfahrens
Abbruchbedingung fiir LGS-Iteration
Abbruchbedingung fiir HQR-Iteration
“— Abbruchbedingung fiir GNC-Iteration

Abbildung 5.3: Grundgeriist des implementierten Algorithmus

5.3 GNC-Iteration

5.3.1 Konstruktion der GNC-Homotopie
Fiir die Konstruktion der f, wird der Satz 3.1 verwendet. Die Losungen der Differenzial-
gleichung
1
2zy" (z) +y/(x) = ——
-

haben die Form "
y(z) = 1/ — —te

Die Abbildung 5.4 zeigt den Bereich |xg;z1[, in dem die f, diese Differenzialgleichung
erfiillen sollen.

\
0 @ T

|

|

|

|

x
Abbildung 5.4: GNC-Homotopie: Konstruktion der f-

Dabei ist g = a/(1 + 7) und 27 = «(1 + 7). Fiir die & |xo; x1[ wird, wie auch in der

Abbildung 5.4 angedeutet, f,(z) := fo(z) gesetzt. Die Konstanten ¢; und ¢y werden so
bestimmt, dass

z
fr(zo) = c1/xo — 70 +co =2 und

T
fr(z1) = i1 — ?1 +c2=q,
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um die Stetigkeit von f, sicherzustellen. Insgesamt ist dann f. durch

x fir 0 <z <
r o 2 ..
fr@)=¢ == — =4+ =/ fliirzy <z<ag (5.1)
T T T
« fir x > a1

festgelegt. Man rechnet leicht nach, dass f, € C! fiir alle 7 > 0 und dass f,, auer bei
x € {xg, 21}, zweimal stetig differenzierbar ist. Somit gilt

1 fir 0 <z <xo 1
fo;’(x)—l—f;(x):{—l/T fiir x0<x<x1} > ——.
0 fir oy <z T

f;(:r):;l_<1/mxl—l) >0  fiirzo <z <29, (5.2)

ist fr in ]Jzo; 21| monoton wachsend. Weil ferner

1
f;'(x)=—2— -z %<0 fiir g <2 < @1,
T

ist f; insgesamt konkav und deshalb gilt
fr(x) < fo(x) fiir alle 7 > 0.

Auflerdem ist || f- — fol|l, — O fiir 7 — 0.

Folglich sind die Eigenschaften 1 bis 4 aus Abschnitt 3.2 und damit auch die Vorausset-
zungen des Satzes 3.1 erfillt und 7 — f, ist fiir die durch Gleichung (5.1) festgelegten f,
eine geeignete Homotopie fiir das GNC-Verfahren.

5.3.2 Berechnung der konjugierten Funktionen

Die Legendre-Fenchel-Transformierten der im Unterabschnitt 5.3.1 konstruierten f; haben
dann folgendes Aussehen:

Satz 5.1
Sei fr fir alle T > 0 wie in (5.1) definiert. Dann gilt
400 firv <0
1—
U(v)={ a—" firo<v<l (5.3)
1+ 7o
0 firl<w

mit U, (v) := (—f)*(—v).

Beweis

Ist v < 0, so gilt
U, (v) = (—f7)"(~v) = sup(f-(z) — vx) = 400

zER
Fiir v =0 ist

1—w
\IIT = T = == .
(1) = sup f(@) = o = oy
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Fiir 0 < v < 1 gibt es genau ein zp < z < 1 mit v = f(z). Wegen (5.2) gilt

1+m:\/§. ()

U (0) = (=f=)"(—v) = 2(=v) + fr(x) = f-(2) — zf7(x) =

2 ot 2 (B ) L=

x

und damit

|

\

)
o
8

[

T T T

1( x )(*)1( T )
T4 — —a) = — —a ) =
T T T\1+ 71V

la(l+7)—a(l +7v) 1-w
= — = .
T 1+7v 1+71v

Ist v > 1, dann gilt sowohl
U, (v) = sup(fr(z) —vz) = f-(0) —v-0= f(0) =0,

z€R
also auch
W, (0) = sup(f, (@) — vz) < sup(f,(z) — ) =0,
z€R z€R
und somit ¥, (v) = 0. O

Damit sind die ¥, fiir alle 7 > 0 im Intervall [0; 1] zweimal stetig differenzierbar mit
1+7 . 2ar
(I4+7v)2 =~ (1+7)2

womit die ¥, also auch die Voraussetzung 2 aus Abschnitt 4.4 erfiillen.
Die so konstruierte Homotopie 7 — f; hat noch eine schone Eigenschaft. Es gilt ndmlich

. o I—v _ o
Tli%l+ U, (v) = Tgrg+a1 e a(l —v) = (—fo)" (—v) = Yy(v).

U (v) = 2ar

=:c; >0,

Diese Konvergenz ist monoton. Daher konvergiert auch f,(z) monoton gegen fo(z).

5.4 HQR-Iteration

In diesem Abschnitt wird die Implementierung der beiden HQR-Schritte, wie sie in Ab-
schnitt 4.3 vorgestellt wurden, angegeben.

Wie schon im Schritt 3 des Beweises von Satz 4.5 gezeigt, ldsst sich mit Hilfe von Satz 4.3
die Minimierung (4.3) leicht ausfiihren, denn

A2 Z v Asu + Z hi ¥, (ve) = Z hy [(Athlu*Atu)vt + \IIT(vt)] = min!
teT teT teT Y

0

(Nh ' utAgu)vy + Uy (vy) = min!  fiir allet € T
Ut

$  (Satz 4.3)
vy = fLINh; P utAu) fir alle t € 7.
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Damit ist die Minimierung von v bei festem w schon erledigt.
Bei (4.4) handelt es sich um ein lineares elliptisches Problem. Es gilt

J*(u,v) = min!
u

)

A Z v A + (u — ¢g)*M(u — ¢g) = min!

teT
0

Nu*Ayu+ (u— g)*M(u — g) = min!

)

A 2A,u + 2Mu —2Mg =0

T
(N2A, + M)u= Mg,
—— ~~
=L =:f
wobei A, 1= ), v Ay ist.
Wie dieses lineare Gleichungssystem
Lu=f (5.4)

gelost wird, wird in Abschnitt 5.5 behandelt.

5.5 LGS-Iteration

Betrachtet man, bei vorgegebenem v, den Ursprung des Gleichungssystems (5.4), ndmlich

A2 Z v A + (u — g)* M (u — g) = min!,
teT

so erkennt man, dass dies die Diskretisierung des kontinuierlichen, elliptischen Problems
—div(v(z)Vu(z)) +u=g (5.5)

ist. Dabei ist die Koeffizientenfunktion v unstetig mit grofien Spriingen. Trennt also eine
geschlossene Kante, wie in Abbildung 5.5 gezeigt, ein Gebiet 2; vom Rest €5 ab, so
beschreibt (5.5) zwei unabhéngige Probleme mit Neumann Randbedingungen. Es wird (bei
realistischen Daten) sehr hiufig passieren, dass auf diese Art und Weise Inseln entstehen,
die auch eine unabhéngige numerische Behandlung erfordern. Da am Anfang nicht klar ist,
wo diese Inseln entstehen (es ist ja gerade die Aufgabe der Segmentierung solche Inseln zu
finden), wird ein Loser bendtigt, der vollig automatisch solche Situationen erkennt.

2o

Abbildung 5.5: Unabhéngige Neumann-Probleme durch geschlossene Kanten
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Aufserdem muss natiirlich, wegen der grofen Dimension des Gleichungssystems, eine ite-
rative Methode gewiihlt werden. Daher bieten sich Mehrgitterverfahren an. Um die nétige
Flexibilitét fiir oben genannte Inseln zu garantieren, kommen algebraische Mehrgitterver-
fahren (AMG-Verfahren) zum Einsatz. In dieser Diplomarbeit wurde ein von Ruge und
Stiiben entwickeltes AMG-Verfahren verwendet. In Kapitel 6 wird dieses Verfahren (und
eine Erweiterung) vorgestellt. Die Verwendung solcher Verfahren hat noch den weiteren
Vorteil, dass diese Methoden keine geometrischen Voraussetzungen an die Vergitterungen
stellen. Dies ist der Grund, warum die hier vorgestellte Implementierung auch fiir andere
Vergitterungen verwendbar ist.

5.6 Steuerung

Nachdem nun alle Module des Algorithmus behandelt wurden, fehlen zu einer Implemen-
tierung noch die geeigneten Abbruchbedingungen. Diese werden jetzt besprochen.

5.6.1 Abbruch der LGS-Iteration

Der in Abschnitt 5.5 dargestellte iterative Loser wird nach einer fest vorgegebenen Anzahl
von Iterationen abgebrochen. Daher ist eine wichtige Forderung an diesen Loser, dass fiir
die Iterierten u”

JF (P v) < JF(uk, )

fiir beliebige v gilt, also Monotonie bzgl. J* vorliegt. Dies wird in Abschnitt 6.3 fiir eine
grofte Klasse von AMG-Lésern bewiesen.
5.6.2 Abbruch der HQR-Iteration

Das Abbruchkriterium fiir die HQR-Iteration aus Abschnitt 5.4 ist nicht mehr so einfach. In
der Abbildung 5.6 ist der typische Verlauf J*(u®, v1), J*(ut, v!), J* (ut, v?), ... aufgetragen.

J*

™ e

..................... k

Abbildung 5.6: Typischer Energieverlauf wiahrend der HQR-Iteration

Im Kontext der GNC-Homotopie muss hier sicherlich nicht solange iteriert werden, bis
ein Minimum auf sehr hohe Genauigkeit erreicht wird, denn das Funktion J* wird sich
beim néchsten GNC-Schritt wieder verindern. Es muss aber sichergestellt sein, dass die
letzte Iterierte im ,richtigen Potentialtopf“ sitzt (vgl. Abbildung 5.7) und somit das globale
Minimum durch die GNC-Iteration verfolgt werden kann.

Deshalb wird beim Start der HQR-Iteration der Energieunterschied

Ag = JF(u® vh) — JF(ut,oh)
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(u,0)

Abbildung 5.7: HQR-Iteration bis letzte Iterierte nahe am Minimum

gespeichert und wahrend der Iteration die letzten drei Energieunterschiede

AF = T o) T (ko)
AL = T (W 0Py — T (WP o)
A§ — J:(uk_Q,Uk_l) J;f(uk_l,vk_l)

verglichen. Gilt mit einem vorgebenen 0 < 7 < 1
max(AF, AR AR <nAq,

so wird davon ausgegangen, dass sich die Iteration in einem flachen Bereich befindet und
abgebrochen. Um zu verhindern, dass zu viele Iterationen gemacht werden, falls die HQR-
Iteration schon in einem sehr flachen Bereich gestartet wurde, wird zuséatzlich nach jeder
Iteration getestet, ob fiir ein fest vorgegebenes Au

o T < A

gilt. Falls dies erfiillt ist, wird ebenfalls die Iteration beendet.

5.6.3 Steuerung der GNC-Iteration

Die Aufgabe der GNC-Steuerung ist es, eine rasch fallende Folge (7) von Homotopiepa-
rametern zu ermitteln, so dass es aber immer noch méglich ist, bei jedem Ubergang das
globale Minimum mit der HQR-Iteration zu verfolgen. Zur Beschreibung dieser Steuerung
wird von folgender Situation ausgegangen.

Zu einem Homotopieparameter 79 > 0 gibt es ein Paar (u®,v") als Approximation fiir
das Minimum. Ferner sei eine ,Schrittweite“ A7 > 0 gegeben. Dann werden

70

T = ———— und
! 1+ %AT
Pp— 7-0
2 + AT

definiert. Es gilt offensichtlich 79 > 71 > 7.
Nun wird die HQR-Iteration fiir 7, mit dem Startwert u® gestartet. Nach Abschluss die-
ser Iteration erhiilt man ein Paar (u°!,v%!) als Approximation fiir das Minimum von Jr . Im
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Anschluss wird die HQR-Iteration erneut fiir 7o mit dem Startwert u°! gestartet und man
erhélt somit ein Paar (u'2,v12) als Approximation des Minimums von J7,. Im letzten Teil-
schritt erhilt man aus der HQR-Iteration fiir 75 mit dem Startwert u° ein Paar (u"2,v%2)
als weitere Approximation fiir das Minimum von J7,. In der Abbildung 5.8 sind die eben
beschriebenen Teilschritte tabellarisch dargestellt.

Startwert 7  HQR liefert

1. Teilschritt u’ T (u®,vh)
2. Teilschritt ut To (u'?,v'?)
3. Teilschritt u° To (u®?, %)

Abbildung 5.8: Teilschritte der GNC-Iteration

Um nun die Giite des GNC-Schrittes 79 — 7o zu messen, werden die Paare (u°?,v?)
und (u'?,v'?) verglichen. Da das globale Minimum nach Satz 3.2 stetig von 7 abhéingt, ist
die Abweichung zwischen den beiden Paaren bei hinreichen kleinem A7 sehr klein. Wie
diese Abweichung gemessen wird, wird weiter unten erklért. Es wird nun so vorgegangen:

1. Ist die Abweichung annehmbar klein, so wird aus den beiden Paaren (u"2,v%2)

(u'?,v'?) das Paar (u,v) ermittelt mit

und

JZ (@, 0) = min(J% (u®?,0%%), J% (u'?,0"?)).

Der Schritt 79 — 7o wird akzeptiert und (@, ) ist die Approximation fiir das Mi-
nimum von J7 . Jetzt kann die GNC-Iteration erneut gestartet werden. War die
Abweichung sehr klein, so wird die Schrittweite durch A7 = 2A7 erhdht.

2. Ist die Abweichung unzumutbar grof, so wird die Schrittweite durch A7 = A7/2
halbiert und die GNC-Iteration mit dem Startwert (@, v) = (u?,v") erneut gestartet.

Hier kann aber wegen
To 7o

T1+AT 1+1iA7

T2

T1

der dortige 3. Teilschritt eingespart werden. Er entspricht dem schon berechneten
Schritt 79 — 71. So wird bei einer Ablehnung eines GNC-Schrittes wenigstens einer
der drei Schritte wiederverwertet. In Abbildung 5.9 ist die Lage der verschiedenen
Parameter dargestellt.

T2 T1 70
| | |
| \ \
T2 1 70

Abbildung 5.9: Lage der Homotopieparameter 7; bei der GNC-Iteration

Wie oben angekiindigt, kommt jetzt noch die Frage, wie man die Abweichung zwischen
den Paaren (u'?,v'%) und (u°2,v°?) problemangepasst misst. Dazu errinnert man sich
daran, dass ein jedes solches Paar ein Bild mit Kanten beschreibt. Man soll also feststellen,
wie sich zwei gegebene Bilder unterscheiden. Dazu geht man zum , Differenzbild” (u?, v?) :=
(u'? — u? e — |12 — ¢°2|) iiber. Dabei ist e = (1,...,1)T und u'? — u"? offensichtlich
die Grauwertunterschiede. e — [v12 — v%2| entspricht der Kantenmenge, die nicht beide
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Bilder gemeinsam besitzen. Im Idealfall wiirde so das ,Nullbild“ entstehen. Als Maf fiir
die Abweichung wird nun die Energie

A= T2 0?) = N> o) A+ R (o) + (ut) Mud
teT teT

des Differenzbildes verwendet.

Man bendétigt also fiir die GNC-Steuerung zwei Parameter A, und Ay .y, um zu ent-
scheiden, ob die Abweichung unzumutbar grof (A > Ap.x), annehmbar (A < Apax) bzw.
sehr klein (A < Anin) ist.

Der komplette Algorithmus kann beendet werden, wenn ein akzeptierter GNC-Schritt
nur noch sichere Kanten bzw. Nichtkanten enthilt, d.h. wenn v € {0, 1}/71 gilt.
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6 Algebraische Mehrgitterverfahren
(AMG-Verfahren)

In diesem Kapitel werden algebraische Mehrgitterverfahren beschrieben, die als Loser fiir
die linearen Gleichungssysteme aus Abschnitt 5.5 verwendet werden. In Abschnitt 6.1 wer-
den grundlegende Begriffe und Notation eingefiihrt. In 6.2 folgt dann die Theorie der Zwei-
gittermethoden. Danach wird in 6.3 die Energiemonotonie der Verfahren, die innerhalb der
HQR-Iteration von entscheidender Bedeutung ist, untersucht. Fiir die Konstruktion von
AMG-Verfahren spielen algebraisch glatte Fehler und deren Eigenschaften eine entschei-
dende Rolle. Sie werden in 6.4 behandelt. Die Abschnitte 6.5 und 6.6 zeigen die Konstruk-
tion der Grobgitter und der Interpolationsoperatoren, wie sie von Ruge und Stiiben in
[RS86] bzw. [Stii99] fiir M-Matrizen eingefiihrt wurden. In Abschnitt 6.7 wird nach der
Idee von Chang, Wong und Fu gezeigt, wie man Interpolationsoperatoren konstruieren
kann, die auch fiir Matrizen, die keine M-Matrizen sind, effiziente AMG-Verfahren liefern.

6.1 Problemstellung, Begriffe und Notation

Gegeben sind eine symmetrische, positiv definite Matrix A; € R™ ™ und eine rechte
Seite f* € R™. Gesucht ist ein u” € R™, so dass gilt

Apul = fh (6.1)

Man setzt Q" := {1,2,...,n} und betrachtet A, als Knoteninzidenzmatrix auf der Kno-
tenmenge ", welche auch als Feingitter bezeichnet wird. Ein Q7 # Q" heift Grobgitter,
falls Q7 c QM.

Ein Punkt i € Q" heift direkt verbunden oder direkt verkoppelt mit j € Q" falls a?j #0.
Durch

NP = {j € Q"[j # i, aly # 0}
wird dementsprechend die Nachbarschaft eines Punktes i € Q" festgelegt. Damit kann
man nun (6.1) auch als

alul + Z alul = f firie QP (6.2)

137
; K
JEN;

schreiben.
Die grundlegende Idee bei einem algebraischen Zweigitterverfahren ist, ein ,gilinstiges®
Grobgitter O zu konstruieren und darauf eine ,,geeignete” Grobgittergleichung

AHUH _ fH

h H

zu 16sen, um fiir " mit Hilfe von u" eine bessere Ndherung zu finden. Durch das Grob-
gitter QF kann das Feingitter Q" durch

Qh _ Ch U F}L7 QH _ Ch
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disjunkt zerlegt werden. Diese Zerlegung wird auch C/F-Splitting genannt. Die Indizes
in O heifen Grobgitterindizes (bzw. Grobgitterpunkte), die Indizes in F* heifen Fein-
gitterindizes (bzw. Feingitterpunkte). Durch Umordnung kann erreicht werden, dass bei
allen beteiligten Vektoren und Matrizen die Feingitterindizes am Anfang stehen, so dass
die Gleichung (6.1) auch als

CF cc uc fC
formuliert werden kann.

Ferner werden zwei Operatoren [ I}?I und [ }{{ benétigt, die den Ubergang vom Grobgitter
zum Feingitter bzw. vom Feingitter zum Grobgitter beschreiben. % heift Prolongation
und I7 Restriktion. Beide zusammen bilden die Interpolation. Vereinfachend wird hier
gleich angenommen, dass

I I
IH: Ih * d h(uF>( FC> ( FC> H,
w =) b " uc Ioo ) Iec )"

wobei Ioc die Identitét ist. Folglich hat jede hier betrachtete Interpolation die Form

e falls 1 € C*

h hH )
e; = (Ige™)i = , (6.3)
g v P wh el falls i € F",

wobei P/ € C". Damit hat I} automatisch vollen Rang.
Als Grobgitteroperator Ay wird der Galerkin-Operator

Ay =TT AT (6.4)

verwendet, der mit diesen Voraussetzungen dann auch wieder symmetrisch und positiv
definit ist.
Auflerdem benétigt ein AMG-Verfahren noch einen Glétter Sy, der durch

uh _ ﬂh7 ﬁh _ Shuh + (Ih _ Sh)Aglfh

beschrieben wird. Bezeichnet u” die exakte Losung von (6.1), dann ist

der Fehler einer Niherung u”. Da nun
a" —ul = Spul + (1, — Sp)ult — u
—e" = S, (u" —ul) = —Spe",
hat der Glatter S} beziiglich der Fehler die Gestalt
el — e, el = Speh.

Sei nun uf)‘ld eine Approximation fiir u”. Bei einem Grobgitterkorrekturschritt wird zur

h
Verbesserung von u)4 }
v
new °

u =l + Ihet (6.5)

gesetzt, wobei ef! die Losung der Gleichung

AH@H = }?Tgld = Ilfl(fh - Ahugld) (6.6)
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ist. Weil h h h h h 17H h h
u T Uy = Uglg — Uy + IHAH Ih (Ahu* - Ahuold)

new
h h h g—17H 4 _h
€new = €o1a T LAy 1) Anegia,

new

lasst sich ein Zweigitterkorrekturschritt bzgl. der Fehler als
h h
Chew — K}hHeold

mit

Knp=1I,+IpAGF T A, (6.7)
schreiben. Kj g heifit Grobgitterkorrektur. Wird vor dem Grobgitterkorrekturschritt vy
mal geglédttet und danach v, mal, so wird die Zweigitteriteration M} g des AMG-Verfah-

rens durch
My g =S K uS)! (6.8)

beschrieben.

Es bezeichne in diesem Kapitel (-,-) das euklidsche Skalarprodukt. Auerdem sei Dy, die
Diagonalmatrix mit der Diagonaleintrdgen von Aj. Ferner werden noch die drei weiteren
Skalarprodukte

(u,v)y = (Dpu,v), (u,v); = (Apu,v), (u,v)y = (D;  Apu, Apv)

bendtigt.

Durch rekursive Anwendung des soeben beschriebenen Zweigitter-Verfahrens auf die je-
weiligen Grobgittergleichungen kann sofort ein Mehrgitterverfahren mit mehr als zwei Git-
tern programmiert werden. Auch die Zweigitterkonvergenzaussagen iibertragen sich mit
einer schwachen Zusatzvoraussetzung, die hier immer erfiillt ist, auf den Mehrgitterfall
(vgl. [Hac85], Kapitel 7).

Anders als bei einem geometrischen Mehrgitterverfahren, bei dem die Grobgitter und
die Interpolation aus geometrischen Uberlegungen gegeben sind und passende Glétter
konstruiert werden, ist bei einem AMG-Verfahren der Glatter fest vorgegeben und man
versucht, das C/F-Splitting und Ir¢c geeignet zu konstruieren.

6.2 Theorie der Zweigittermethoden

Die Grobgitterkorrektur hat folgende Eigenschaften.

Satz 6.1
Fiir die Grobgitterkorrektur Ky, g aus (6.7) gilt

1. Kpullh =0,

2. K}QL’H = Kpn g und

3. I ALKy m = 0.
Insbesondere gilt

N(Kp ) =R(IE) und — R(Knpm)=N(IZA). (6.9)
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Beweis

Wegen
Kyngll = (I, — INAF TE AN, =1, — TN A A = 0

gilt Punkt 1 und R(I};) € N(Kp r). Wegen (6.7) ist N(Kp z) € R(I}), womit dann
N(Knn) =R(I}) gezeigt ist.
Die Rechnung

Kp g =1In— 20} Ay I Ay + TEAG T AT A T Ay =
=10, - INAF TP A, = Ky

zeigt Punkt 2.
Wegen

AWK, g = T A (L, — THAG T AY) = TH A, — Ag A TH AL =0

gilt Punkt 3 und R(Kp u) C N(IHAp). Wegen (6.7) ist N(IJ1Ay) € R(Kp i), womit
auch R(Kp,m) = N(I}T Ap) gezeigt ist. O

Desweiteren wird noch folgender Hilfssatz benotigt.

Hilfssatz 6.2
Sei X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt {-,-) und ||| die zugehiorige Norm. Ist Q € L(X)
symmetrisch bzgl. () und Q* = Q, dann ist Q orthogonaler Projektor und es gilt

1. R(@Q) LR(I - Q),
2. aus u € R(Q) und v € R(I — Q) folgt: ||u+v|* = |ul® + |Jv|°,
3. Q] =1 oder Q@ =0 und

. fiir alle uw € X gilt: = i — ]
4. fiir alle u gilt: ||Qul| veg&g@)”u v

p R(Q)
Qu

R(I = Q)

01

Abbildung 6.1: Skizze zu Satz 6.2

Beweis

Fiir @ = 0 sind alle Aussagen trivial. Sei also @ # 0.

(Qu, (I = Q)v) = (u, QI = Q)v) = (u, Qv — Qu) =0
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zeigt Punkt 1, woraus sofort Punkt 2 folgt.
Da Q # 0 und Q% = Q, ist ||Q| > 1. Mit der Zerlegung u = Qu + (I — Q)u gilt

2 2
o —sup @’ el
w0 [l wro [Qul” + (T - Qe

womit auch Punkt 3 gezeigt ist.

)

Und ) )
. B _ . (- B _
et llu =] UE%QQ)HQU (I - Q)u—q
ER(I-Q)
. 2 2
i (1QulP + 17 = QJu—of)
2 . 2 2
1Qul| UE%}QQ)H( Qu—v||” = [[Qul
zeigt Punkt 4. O

Mit der Beobachtung
(AnKnn)* = Kj g Ay = (I — INAG TFAR) Ay = (In — ARl AR T Ay
= Ap(Ip — IHAG TP A) = ALKl

folgt, dass
(Kn,gu,v), = (ApKp pu,v) = (u, Ay Ky gv) = (u, Kp go), ,

also, dass K g bzgl. des Energieskalarprodukts (-,-); symmetrisch ist. Wegen Punkt 2 in
Satz 6.1 lasst sich Hilfssatz 6.2 anwenden und man erhélt mit

R(I, — Kn.i) = R(1}Y)
den folgenden Satz.

Satz 6.3
Fir die Grobgitterkorrektur Ky, g gilt

1. R(Kp ) L R(IY),

2. aus u € R(Kn g) und v € R(I}) folgt: ||u+ o[ = ||ul? + ||,

3. |[Knull, =1 und

4. fiir alle " gilt: HKh,HehH1 = mIiJnHeh - IZeHHr
Der Punkt 4 in Satz 6.3 wird auch als Variationsprinzip bezeichnet: Die Grobgitterkorrek-
tur K, i minimiert unter allen moglichen Grobgitterfehlern e die ||-||,-Norm.
Betrachtet man die Zweigitteriteration M}, g aus (6.8), so kann man aus dieser Darstellung

zwei Richtlinien ablesen, die eine effektive Fehlerminimierung garantieren. Gilt nédmlich
Ky, aSpel ~ 0 fiir moglichst viele e, also im Idealfall

R(Sh) C N (Knu) = R(If), (6.10)
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oder auch ShKhyHeh ~ 0, also hier im Idealfall

NI A YD R(Kn ) € N(Sh), (6.11)

so ist My, g = 0.

Anmerkung
Nimmt man .
S, = 0 —ArpArc
0 Icco
als ,,Gldatter* und wahlt man .
Irc = —AppArc,

so sind beide Richtlinien (6.10) und (6.11) erfillt, falls das C/F-Splitting so gewdhlt wird,
dass App invertierbar ist. In diesem Fall ist dann

Ay = Acc — AcrAppArc.

Dies ist aber ein unpraktikabler Grenzfall, da die Inversion von App (bis auf wenige Aus-
nahmen) viel zu teuer ist.

Um diese beiden Richtlinien (ndherungsweise) umsetzen zu kénnen, muss man zunéchst
den Glétter Sy, und die Rdume R(Sy) und N (S},) ndher untersuchen. Dies geschieht in Ab-
schnitt 6.4. Zunéchst wird aber im folgenden Abschnitt eine Eigenschaft untersucht, die fiir
die Verwendung des AMG-Losers innerhalb des GNC-Algorithmus von grofier Bedeutung
ist.

6.3 Monotone AMG-Verfahren

Beim GNC-Algorithmus aus Kapitel 5 wird der AMG-Léser innerhalb der HQR-Iteration
verwendet, um das Minimum eines Funktionals der Form

1
J(v) = §U*Av - ff (6.12)
zu finden (vgl. Abschnitt 5.4). Klar ist, dass

J(u) = min J(v) = Au = f.

v

Anmerkung
Solange keine Mehrdeutigkeiten entstehen, wird in diesem Abschnitt der Super- bzw. Sub-
script h weggelassen.

Nun iteriert aber das AMG-Verfahren nicht bis Konvergenz eintritt, sondern wird nach
einer fest vorgegebenen Anzahl von Iterationen abgegrochen. Dabei ist es also wichtig zu
wissen, ob bei jedem Zyklus wirklich eine Verbesserung eintritt, d. h. ob jede neu berechnete
Néherung in (6.12) einen kleineren Funktionalwert liefert. Ein AMG-Verfahren ist sicher-
lich bzgl. J monoton, wenn sein Grobgitterkorrekturschritt und sein Glatter monoton sind.
Durch die Wahl eines Gauss-Seidel-Glétters ist die Monotonie im Glétter sichergestellt.
Uber die Monotonie des Grobgitterkorrekturschritts gibt folgender Satz Auskunft.
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Satz 6.4
Jeder nach Abschnitt 6.1 konstruierte Grobgitterkorrekturschritt Ky, g ist bzgl. J aus (6.12)
monoton.

Beweis
Sei ein uqq gegeben. Nach der Gleichung (6.5) ist dann die neu berechnete Approximation
Unew = Uold + II’}IeHv
~——
=:Au

wobei eff die Grobgitterkorrektur aus der Gleichung (6.6) ist. Jetzt wird nicht nur

J(unew) S J(U’Old)

gezeigt, sondern sogar
J (Unew) = mtin J(uolg + tAw).

Dazu sei Au # 0, sonst ist die Behauptung trivialerweise erfiillt. Da

0
&J(u‘)ld + tAu) = t(Au) " AAu + ug g AAu — f*Au,

wird das Minimum bei
fAu—ulAAy

(Au)*AAu
angenommen. Es wird gezeigt, dass o = 1 ist.
Mit eglq = Usx — Uglq ist

t=a:=

uggAAu = (Augla, Au) = (Auy, Au) — (Aegla, Au) = (f, Au) — (eo1a, Au), ,

also
_ (€eold, Au),
(Au, Au),

Wegen Au = Upew — Uold = Usx — Enew — Usx + €old = €old — Enew Zilt weiter

(Au, Au); + (enew, Au),
(Au, Au), '

Da Au € R(I%), gilt nach Satz 6.3
énew = Kp meola L1 Au,

folglich (enew, Au); =0 und o = 1. O
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6.4 Algebraisch glatte Fehler

Bei geometrischen Mehrgitterverfahren sind von Anfang an Grobgitter festgelegt und der
Begriff ,,glatt* hat die natiirliche Bedeutung: Ein Fehler e’ ist glatt, wenn er keine hoch-
frequenten Anteile enthélt, wenn er sich also sehr gut auf dem Grobgitter durch ein e
darstellen léasst. Da ein Jacobi- oder Gauss-Seidel-Verfahren hochfrequente Anteile stark
démpft, haben sie den Namen ,Glétter* bekommen.

Bei einem algebraischen Mehrgitterverfahren gibt es zunéchst keine vordefinierten Grobgit-
ter. Am Anfang ist nur der ,Glétter vorgegeben. Damit nun dieser seinen Namen zurecht
tragt, wird festgelegt: Alles, was der Glatter (fast) unbearbeitet 14sst, ist algebraisch glatt.
Also

el ist algebraisch glatt < Spe® ~ el

Man beachte, dass algebraisch glatte Fehler nicht geometrisch glatt sein miissen.

Als néchstes folgt eine Charakterisierung von algebraisch glatten Fehlern. Da keine Grob-
gittergréfen vorkommen, wird ab hier der Super- und Subscript h weggelassen. Als Glitter
wird dazu zunéchst ein relaxiertes Jacobi-Verfahren

u— U, i=u+wD N (f — Au)
betrachtet. Beziiglich der Fehler hat dieser Glatter die Darstellung
e=e—wD 'A(u, —u) = Se
mit
S=I-wD A

Nun gilt
ealg. glatt < Sexe < e—wD ldexe.

Dies ist genau dann der Fall, wenn e Eigenvektor von D~ !A zu einem Eigenwert A mit
|A| < 1 ist. Gleiches lasst sich auch fiir ein Gauss-Seidel-Verfahren zeigen.
Ist nun (A, e) ein Eigenpaar von D~1A, dann gilt

lells = (D~ Ae, Ae) = Me, Ae) = A|e||} und
el = (Ae,e) = (DD  Ae,e) = e, De) = Ale]2.

Ist nun |A\| < 1, dann gilt
lelly < flefly < flello -

Fiir algebraisch nicht glatte Fehler gilt hingegen
lelly = llell, = fllly-
Damit ist eine Charakterisierung fiir algebraisch glatte Fehler gefunden:
e algebebraisch glatt & llell, < Ilell; < llelly - (6.13)

Aus diesem Kriterium lisst sich leider aber noch nicht ablesen, wie die Interpolation I%
konstruiert werden muss, damit in R(1%) méglichst alle algebraisch glatten Fehler liegen.
Um dafiir ein Kriterium zu finden, betrachtet man zu einem alg. glatten Fehler e und
dessen Residuum r := Ae die Bedingung (6.13) genauer. Aus |lel|, < [le]|; oder auch

<D_1A6,A6> < (Ae,e) & <D_1’I”,7”> < (r,e)
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folgt, dass algebraisch glatte Fehler kleine Residuen haben.
Dies kann man beispielsweise auch am Gauss-Seidel-Verfahren

1 1 Ti
U; = — -—E ajjuy ) = — | azu; + '_E a--u-):u-—i——
) a;i (fz ~ 1] j) aii( (A fl - 17 Yj ) aii

direkt erkennen. In Fehlern lautet es

e =e; + —.
k33
Ist nun e; = e;, so muss

Iri| < lagi| - [es]
sein.
Also gilt fiir algebraisch glatte Fehler e

Ae=r=~0

bzw.
Aprer + Arpcec = 0. (6.14)

Verwendet man die zweite Ungleichung |e]|; < |le||, in (6.13), so erhélt man eine weitere
Interpretation von r ~ 0:

(Ae,e) < (e, De). (6.15)

Es folgt nun eine Moglichkeit, die Glattungseigenschaften eines Glatters quantitativ zu
beschreiben.

Definition 6.5
Ein Glitter S erfillt bzgl. einer (symmetrisch positiv definiten) Matriz A die Glattungs-
eigenschaft mit o > 0, falls

I1Selly < llelly = ollell; (6.16)

fiir alle e erfillt ist. Man sagt, der Glditter S erfullt die Gldttungseigenschaft gleichmdfig
fiir alle A € A mit einem o > 0, wenn (6.16) fir alle Matrizen A € A erfullt ist.

In [RS86] wird gezeigt, dass der Gauss-Seidel-Glétter die Glattungseigenschaft (6.16) mit
o= i gleichméfig in der Menge der M-Matrizen erfiillt.

Anmerkung
Eine symmetrisch positiv definite Matriz A heifst M-Matriz, falls A auf der Diagonalen
nur positive Eintrige und auf allen anderen Positionen keine positiven Eintrige besitzt.

6.5 Konstruktion des Grobgitters

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Methode zur automatischen Einteilung
Q=CUF (C/F-Splitting)

anzugeben. Dabel wird davon ausgegangen, dass die symmetrisch positive Matrix A ei-
ne M-Matrix ist. Dieser Abschnitt ist eine Zusammenfassung der wesentlichen Ideen zur
Konstruktion des Grobgitters, wie sie in [Stii99] beschrieben werden.
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Anmerkung
Solange keine Mehrdeutigkeiten entstehen, wird auch in diesem Abschnitt der Super- bzw.
Subscript h weggelassen.

An der Interpolationsformel (6.3) wird deutlich, dass fiir eine effiziente Interpolation si-
chergestellt sein muss, dass jeder F-Punkt ¢ (i € F') eine ausreichend starke Kopplung zu
C-Punkten haben muss. Es werden nur direkte Kopplungen betrachtet, also wird ab hier
immer

P, CcCnN; firi e F

gelten. Erfahrungsgeméf liefert eine Interpolation dann gute Ergebnisse, wenn jede F-
Variable von ausreichend vielen C-Variablen umgeben (eingekreist) ist.

Auf der anderen Seite will man natiirlich die Menge C' so klein wie moglich halten, damit
das Grobgitterproblem erheblich kleiner wird und schneller behandelt werden kann.

Anmerkung
FEin Punkt i, der von Anfang an keine Nachbarn besitzt, wird sofort F-Punkt und muss
nicht interpoliert werden. Die Matriz A hat dann in der Zeile i nur die Diagonale besetzt
und die i-te Gleichung lautet

aiu; = f;.
FEine solche Gleichung ldst ein Gldtter wie Gauss-Seidel in einer Iteration exakt. Solche
Punkte seien aus den folgenden Uberlegungen ausgenommen.

Stiiben hat eine Methode fiir das C/F-Splitting angegeben, die davon ausgeht, dass die
betrachtete Matrix keine groffen positiven Eintrdge aufserhalb der Diagonalen aufweist.
Die grundlegende Idee ist, die Punkte i C-Variablen werden zu lassen, die viele noch nicht
zugeteilte Punkte oder viele F-Punkte als Nachbarn haben, die stark von ¢ abhéngen.

Definition 6.6
Ein Punkt i € Q heif$t stark negativ gekoppelt an ein j € N; (in Zeichen i =0 j), falls

—Q;j > Estr max @ik
gilt. Dabei ist 0 < ey < 1 ein fest vorgegebener Parameter.
Ferner bezeichne fiir ein i € §)

Si :={j € N;|i e—0 j}

die Menge aller Punkte j € N;, an die der Punkt ¢ stark gekoppelt ist. Man beachte, dass
die Relation e—o i. Allg. nicht symmetrisch ist. Deshalb bezeichne fiir ein j €

SjT::{z‘eNj|jeSi}:{z‘eNj|io:oj}:{ieNj|jo:oz’}

die Menge aller Nachbarn ¢ von j, welche stark negativ an j gekoppelt sind.

Bei der Erklirung des Zuteilunsprozesses fiir das C/F-Splitting bezeichne im Folgenden
U C Q die Menge der bisher noch nicht zugeteilten Punkte. Analog bezeichne C und F' die
Menge der bisher festgelegten C- bzw. F-Variablen. Am Anfang des Zuteilungsprozesses
ist demnach U = Q, C = F = @. Fiir jeden Punkt i € U wird ein ,Maf* \; € Ny durch

Ni= ST nU|+2|ST nF|
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festgelegt, welches die Dringlichkeit angibt, mit der dieser Punkt C-Variable werden soll.
Der erste Summand misst dabei, wie viele noch nicht zugeteilte Punkte stark negativ
an den Punkt ¢ gekoppelt sind. Der zweite Summand misst, wie viele schon bekannte
F-Variablen stark negativ an den Punkt i gekoppelt sind.

Die Idee ist, einen Punkt aus U mit héchster Dringlichkeit zur C-Variable zu machen und
alle Punkte, die stark an ihn negativ gekoppelt sind, F-Variablen werden zu lassen. Mit
U und F verandern sich auch die );. Diese Verdnderungen konnen inkrementell berechnet
werden.

Damit sieht das C/F-Splitting so aus:

1.C— 2, Fe—a;U—Q N\ :=|SF| VieU
2. wihle i € U, so dass \; = maxgepy Ap; C — C U {i}; U «— U\{i}
3.¥jeSInuU:
(a) F— FU{j} U < D\{j}
(b)y Ve S;NU: N —XN+1
4. V€5 NU: Aj«— X\ —1
5. falls U # @, gehe zu 2.

6.6 Konstruktion der Interpolation

Jetzt geht es darum, den Interpolationsoperator [ Z bzw. die w;, aus der Formel (6.3) so
zu bestimmen, dass die beiden Richtlinien (6.10) und (6.11) méglichst gut erfiillt werden.
In diesem Abschnitt wird die Konstruktion der Interpolation nach [RS86] bzw. [Stii99]
beschrieben.

Es wird zunéchst (6.11) betrachtet und untersucht, wann diese Bedingung (n&herungswei-
se) erfiillt ist. Fiir die Giiltigkeit von (6.11) miissen Fehler nach der Grobgitterkorrektur K
gut gegléttet werden konnen. Diese Fehler diirfen also nicht algebraisch glatt sein. Damit
darf || Ke||, relativ zu ||Ke||; nicht zu klein werden. Es gilt folgender Satz:

Satz 6.7
Erfillt ein Gldtter S die Glattungseigenschaft (6.16) mit einem o > 0 und wird das C/F-
Splitting zusammen mit dem Interpolationsoperator so konstruiert, dass

2 2
[Kelly < 7l[Kell; (6.17)

mit einem T > 0 unabhdngig von e gilt, dann ist T > o und ||[SK||; < /1 —0/T.

Beweis
Die Abschétzung

(6.16) (6.17) o o
2 2 2 2 2
|SKel} < IKE; - ol Kell} < (1= Z)IKel} < (1= Z) el

zeigt die Behauptung. O

Der folgende Satz liefert eine Moglichkeit, die Bedingung (6.17) direkt an der Interpolation
zu iiberpriifen. Dabei ist [|-[|, » die zugehdrige Norm zu (ur,vp)y == (Drrur,vr).
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Satz 6.8
Wird das C/F-Splitting und die Interpolation Irc so konstruiert, dass fir ein 7 >0

ler — Irceclly p < Tllelli Ve (6.18)

gilt, dann ist (6.17) (mit demselben T) erfillt.

Beweis

Sei e € R(K). Wegen des Punktes 3 im Satz 6.1 gilt I/T A,e = 0 und daher
lel|? = (Ae,e) = (Ae,e — IheH) = <D*%A6,D%(e - I,’j,eH)> -
< [[otac] - [pbte —she| = ell -l =1 - a2t

H

*

fiir alle e. Ist e = (ep,ec)* und setzt man e = ec, dann ist

2 er Irc
< . —
el < Bell- | () = (72 e,

(6.18)
= llelly - ller — Ircecllop < llelly V7 lelly

und daher
2 2
lelly < 7llell3

womit die Gleichung (6.17) gezeigt ist. O

Nun wird die Richtlinie (6.10) benutzt, um an eine Interpolationsformel zu gelangen. Von
dieser wird anschliefend gezeigt, dass sie auch (6.18) erfiillt. Aus der Inklusion (6.10) wird
deutlich, dass die Interpolation I so konstruiert werden muss, dass moglichst algebraisch
glatte Fehler in R(I%) liegen. Nun wurde in Abschnitt 6.4 gezeigt, dass algebraisch glatte
Fehler kleine Residuen haben. Deshalb wird zur Konstruktion der Interpolationsformel von
der Bezichung (6.14) ausgegangen. Man versucht also die w;;, aus (6.3) so zu bestimmen,
dass

a;;€; + Z aije; = 0 (619)
JEN;
fiir alle ¢ € F gilt. Mit der in Abschnitt 6.5 verwendeten Methode des C/F-Splittings gilt
@# P, CCNN; (iEF)und

Z E ame] Z E A;LEE
jen; @ JGN kep;, @

ist umso besser erfiillt, je mehr Nachbarn von 7 in P; sind. Setzt man diese Naherung
n (6.19) ein, so hat man

ZJEN
ZkEP cp;
\_v_./

=1qy

Ak
€; = E — €.
(27}

keP;

ai;e; + a;rex = 0.

Daraus ergibt sich
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Ein Vergleich mit Formel (6.3) zeigt, dass damit eine Interpolationsformel mit

S n G
en; 4ij
Wiy = ———— und = =5 —

= (6.20)
Qii Zkepi QAik

gefunden wurde. Fiir diese Interpolation gilt ferner

aii(1— Z W) = A + Z aig = Qi + Z aij =: Si, (6.21)

keP; keP; JEN;

woraus man schliefen kann, dass ), p, Wi = 1, falls s; = 0, also konstante Funktionen
exakt interpoliert werden, falls s; = 0. Der néchste Satz zeigt, dass bei passendem C/F-
Splitting auch (6.18) erfiillt ist.

Satz 6.9
Ist A eine M-Matriz mit s; = 3y, aij > 0 und gibt es fir das C/F-Splitting ein 7 > 1,

so dass fiir alle i € F
1
> laik] = - > lai] (6.22)
keP; JEN;

gilt mit @ # P, C C N N;, dann erfillt die Interpolationsformel (6.3) mit den Gewichten
aus (6.20) die Bedingung (6.18).

Ein Beweis findet sich in [St{i99].

In Abbildung 6.2 wurden das C/F-Splitting und der Interpolationsoperator an einem
Beispiel graphisch dargestellt. Die rot markierten Pixel sind die Grobgitterpunkte, die
griin markierten Pixel die Feingitterpunkte. Die blauen Verbindungslinien geben an, von
welchen Grobgitterpunkten der Interpolationswert bei einem Feingitterpunkt abhéngt. In
der Abbildung 6.2 ist links der erste Level und rechts der zweite Level zu sehen.

Abbildung 6.2: Graphische Darstellung des C/F-Splittings mit Interpolationsoperator
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6.7 Erweiterung auf allgemeinere spd-Matrizen

Die Konstruktion des Grobgitters in Abschnitt 6.5 und die Interpolationsformel mit den
Gewichten aus (6.20) in Abschnitt 6.6 sind nur geeignet, falls A eine M-Matrix ist, oder
falls A nur wenige, relativ kleine postive Eintrdge auferhalb der Diagonalen aufweist.
Nun wird das C/F-Splitting verallgemeinert und eine andere Idee von Chang, Wong und
Fu aus [CWF96] vorgestellt, die bei einer groferen Klasse von Matrizen zu effizienteren
AMG-Verfahren fiihrt.

Zunéchst werden jetzt alle starken Kopplungen (nicht nur stark negative Kopplungen)
bertiicksichtigt.

Definition 6.10
FEin Punkt i € Q heifst stark gekoppelt an ein j € N; (in Zeichen i e—o j), falls

laij] > estr max laik|

gilt. Dabei ist 0 < egy < 1 ein fest vorgegebener Parameter.

Alle Grofen in Abschnitt 6.5 werden nun analog definiert, indem ,,e—o* durch ,,e—o* ersetzt
wird. Dann kann die Methode des C/F-Splittings direkt iibernommen werden.

Fiir ein ¢ € F werden die F-Nachbarschaftspunkte D; := N;\C eingeteilt in Di := D;N.S;,
den stark gekoppelten F-Nachbarn und den Rest DY := D;\D;. Dann kann man fiir alle
i € F die Gleichung (6.19) in der Form

aiie; + Z aiker + Z aije; + Z azje; =0 (6.23)

kEN;NC jeDs jeDw

schreiben.

Seinun ein ¢ € F fest, dann wird in (6.23) jedes e; (j € D;) durch eine Kombination von ey,
(k € CNN;) approximiert. Auf diese Weise gelangt man zu einer Interpolationsformel der
Form (6.3).

Um die Approximation herzuleiten, betrachtet man die Ungleichung (6.15), die von alge-
braisch glatten Fehlern erfiillt wird. Mit der Umformung

2
(e, Ae) E ajjeie; = E aiie; + E ajjeie; =

i,jEQ i€Q i,7€Q

i#]
Sl X e h S L S a3 ages -
1€Q 1,JEQ i,JEQ 1,jEQ 1,jEQ
7] i#] 7] i#]
—Za“e Z |aw|e + = Z \au| —&—e?—i—ZSign(aij)eiej} =
1€Q 1,JEQ i,jEQ
i#] 1]
2
—Za“e Z |a”|e + = Z las;] eZ+81gn(aw)6J]
1€Q i,j€Q 1,J€Q
i#] i#]

sieht man, dass (6.15) erfiillt ist, falls

1 . 2

3 > laijl[ei + sign(ai;)e;]” = 0 (6.24)
1,jEQ
i#]
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gilt. Daran kann man sehr schon die Eigenschaften von algebraisch glatten Fehlern ablesen:
Betrachtet man ein ¢ € 2 und ein j € N; und ist a;; < 0, so wird der zu ¢ und j gehorige
Summand in (6.24) klein, wenn e; = e;. Dies begriindet die folgende Aussage.

Entlang starker negativer Kopplungen ist ein algebraisch glatter Fehler auch
geometrisch glatt.

Ist hingegen a;; > 0, so wird der zugehorige Summand klein, falls e; ~# —e; und man sagt:

Entlang starker positiver Kopplungen fiihrt ein algebraisch glatter Fehler (geo-
metrische) Oszillationen aus.

Die beiden Aussagen und die geometrische Vermutung, dass fiir ein ¢ €  ein j € N; umso
néher an i liegt, je grofer |a,;| ist, werden verwendet, um eine Interpolationsformel zu
erzeugen.
Dazu bezeichnet

Sij = {kECﬂNi|ajk 750}

die Menge aller C-Nachbarn von ¢, die einen Einfluss auf j haben. Ferner sei l;; := |.S;;].
Fir i € F und j € F'N N; wird mit Hilfe von

=D kes;; ik
fij . ey v

entschieden, wie sich ein algebraisch glatter Fehler zwischen ¢ und j verhélt. Er wird als
geometrisch glatt angenommen, wenn &; > % und a;; < 0. Wegen den geometrischen

Vermutungen ist
1

L kESjj

ajk|

die durchschnittliche Nahe (Abstand) von j zu S;;. Damit kann man mit

el agilly

Nij = =
Y N Zkesij |ail

die Lage von 4, j und S;; beschreiben:

M > 1 Jj liegt nahe an 7, aber weit weg von S;
N K 1 Jj liegt weit weg von 7, aber nahe bei S

Durch
9jk = 7|ajk|
ik =
ZIGSij

aji

wird der Einfluss von k € §5;; auf j quantifiziert.
Aufgrund der geometrischen Voriiberlegungen sieht nun die Approximation eines j € D}’
folgendermafen aus:

e; falls {;; = 0 und a,;; <0 (Fall T)
—e; falls I;; = 0 und a;; > 0 (Fall 1I)
ej = . (6.25)
2ZkeS¢j 9jk€r — €4 falls lij >0, fu >3 und a;; <0 (Fall IH)
>_kesi, Jikek sonst (Fall IV)
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Fiir ein j € D] wird bzgl. der Lage von %, j und S;; weiter differenziert:

2> kes,, Yikek — €i falls m;; < 2,&; > 2 und a;; <0 (Fall V)
ej = %(Zkesu giker +€;) falls 7;; > 2, &; > 2 und a;; <0 (Fall VI) (6.26)
2 kes,, 9ikek sonst (Fall VII)

Teilt man nun fiir das feste i € F' die Menge D; in die vier Partitionen
D) .= {j € D;|es tritt Fall I oder Fall II auf }
D .= {j € D;|es tritt Fall IV oder Fall VII auf}
D§3) :={Jj € D;|es tritt Fall IIT oder Fall V auf }
D§4) :={J € Dj]|es tritt Fall VI auf }

ein und setzt man (6.25) und (6.26) in (6.23) ein, so erhilt man fiir alle 7 € F' die Inter-

polationsformel
€i = E WikCk,
kECNN;
wobei B
_ TGk
Wik = —
Qi
_ 1
Qji = Qg — g laij| — E aij+§ E Qij
6.27
jeD jent® jent® (6.27)

_ 1
aik = aix + E aijgik + 2 E aijgjk + 5 E @ij 95k
jenp® jeD!® jeD!®

Konvergenzaussagen, die auf den Sétzen 6.7 und 6.8 beruhen, findet man in [CWF96].
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7  Numerische Beispiele

Zum Abschluss wird jetzt der in den vorigen Kapiteln dargestellte Algorithmus auf einige
Beispiele angewendet.

Der Algorithmus ben6tigt die vier Parameter Apin, Amax, 77 und Au (vgl. Abschnitt 5.6)
zur Steuerung der verschachtelten Iterationen. Die Parameter A, und Apax als Ent-
scheidungskriterien fiir die Giite eines GNC-Schrittes und die Parameter n und Aw fiir das
Abbruchkriterium der HQR-Iteration. Als Faustformel fiir A,,.x wurde in allen Beispielen
Anax ~ amn - 1% verwendet. Sie basiert auf folgender Uberlegung: Wenn die Energie
des Differenzbildes A nur von unterschiedlichen Kantenmengen der beiden Vergleichsbil-
der riihrt, dann ist der GNC-Schritt akzeptabel, wenn in den beiden zu vergleichenden
Bildern mindestens 99% der Kanten iibereinstimmen.

Alle Zeitangaben in diesem Kapitel wurden mit bei einem Intel Pentium IV mit 1,8 GHz
Taktfrequenz gemessen.

7.1 Autofelge

Im Abschnitt 2.2 wurde zur Erlduterung der Parameter A\ und hg auf ein 128 x 128 Pixel
grofies Bild einer Autofelge der Algorithmus mit verschiedenen Parameterpaaren (A, hg)
angewendet. Die Parameter zur Steuerung, sowie der Aufwand, sind in folgender Tabelle
aufgelistet. In der Spalte mit der Uberschrift ,,#GNC* stehen Eintriige der Form a|b. Das
bedeutet, es waren a erfolgreiche GNC-Schritte nétig und b GNC-Schritte wurden ver-
worfen. In der Spalte mit dem Titel ,#HQR" steht die Anzahl aller insgesamt ben&tigten
HQR-Iterationen.

A, ho Au Amin Amax n #GNC #HQR Zeit (s)
A= 5, hg= 8 050 15-10° 30-10° 0,00 12|3 314 67
A= 5 hp=16 050 20-10® 10-10* 0,15  16/2 349 73
A=10, hp= 8 1,00 10-10®* 60-10®> 0,15  17]2 274 61
A=10, hg=16 1,00 30-10°> 20-10* 0,20  24/3 420 92
A=15, hg= 8 1,00 30-10° 10-10* 020 21|7 437 98
A=15 ho=16 125 50-10® 30-10* 0,20 23/5 432 97

7.2 Verrauschte Buchstaben

Als néchstes werden verrauschte Buchstaben betrachtet. In Abbildung 7.1 sind das 100 x 60
Pixel grofte Originalbild und einige Zwischenergebnisse zu sehen. Die verwendeten Para-
meter und der Aufwand sind aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

A« Au  Amin Amax n  #GNC #HQR Zeit (s)
A=8 a=20-10> 2,0 1-10° 12-10° 0,20  20[2 456 34
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Original

nach der 1.
GNC-Iteration

nach der 5.
GNC-Iteration

nach der 10.
GNC-Iteration

nach der 15.
GNC-Iteration
nach der 20.
GNC-Iteration

Abbildung 7.1: Verrauschte Buchstaben (Zwischenergebnisse)

7.3 Luftaufnahme

In Abbildung 7.2 sieht man ein 256 x 256 Pixel grofles Luftbild einer Strafsenkreuzung und
das vom Algorithmus abgelieferte Bild. Die Kantenmenge ist in Abbildung 7.3 dargestellt.
Die verwendeten Parameter und der Aufwand waren:

A« Au  Apin Amax 7 #GNC #HQR Zeit (s)
A=10, a=1-10> 1,0 1-10° 8-10° 0,50  25[2 334 309
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Abbildung 7.2: Luftbildaufnahme
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Abbildung 7.3: Luftbildaufnahme (gefundene Kanten)
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